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10 I. SZORASANALIZIS

1. A Fisher-Cochran-tétel

A szorasanalizis alapvetd tételei a Fisher-Cochran-tétel segitségével bizonyithatok.
Ebben a fejezetben a Fisher-Cochran-tételnek a nem-centralt y2-eloszlasokat kezels
alakjat igazoljuk. Ez alapjan pontosan megadhatdé majd a szorasfelbontasban szerepld
kvadratikus formak eloszlédsa. Linearis algebrai ismeretekkel kezdiink, hiszen minden
az ortogonalis matrixokkal torténd transzforméaciokon fog miilni.

1.1. Kvadratikus forma rangja és szabadsagi foka

1.1. definici6. Legyen = (21,...,2,)" n-dimenzios vektor, A = (a;;) pedig n X n-es

(valés) szimmetrikus matrix. Azt mondjuk, hogy a

Q = Q(Q?) = mTAm = iiaijl‘il‘j

i=1 j=1
kvadratikus forma rangja k, ha A rangja k. OJ

1.2. definicié. Legyen by,....b,, egy m tagu vektorrendszer R"-ben, y;, = biTa:,
i=1,...,m,ahol & € R". Azt mondjuk, hogy a Q) = Z y: = Z (b x )2 kvadratikus

i=1
forma szabadsagi foka k, ha a by,....b,, vektorrendszer rangja k. O
1.1. tétel. Legyen () pozitiv szemidefinit kvadratikus forma. FEkkor () rangja meg-
egyezik a szabadsagi fokaval.

BIZONYITAS. 1. Legyen Q = " Az, ahol A szimmetrikus, pozitiv szemidefinit, n x n-
es matrix. Az, hogy @ rangja k, definici6 szerint azt jelenti, hogy A rangja k. De
ekkor A-nak k db pozitiv sajatértéke van: A{,...,\x; a tobbi sajatértéke 0. Az A
matrix el6all A = UT AU alakban, ahol az U ortogonAlis matrix sorai az A ortonormalt
sajatvektorai, a A diagonalis matrix f6atlojaban pedig az A sajatértékei allnak:

At
A= Ak 0
0
Ekkor b = /Au],i=1,... k valasztassal (ahol u; az U matrix i-edik sorvektora)
k
Q—:L'TA:L'—a:TUTAU:IJ—Z)\ ’U,ZT.’D :Z :ny
1=1 1=1 i=1

Itt a by =+ A\uq,...,bp =+ \pu, vektorrendszer rangja k, hiszen az wq, ..., u; vek-
torok ortonormalt rendszert alkotnak, és /A1 #0,..., VA # 0.

2. Megforditva, tegyiik fel, hogy a by, ..., b,, vektorrendszer rangja k, és

Q= ZbT ZmebTm—a} <ijbibj>m
=1
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Be kell latnunk, hogy a ", bibiT n X n-es matrix rangja k.
Legyen a by, ..., b, vektorrendszer altal kifeszitett altér L. Ezen altér k-dimenzios.
Belatjuk, hogy a (3", bibiT) (in. diadosszeg) matrix képtere éppen L. Mivel tet-

sz6leges x vektorra
(Z b,~bj) x=> b (bz) el

i=1
igy (ZZI bibiT) képtere benne van L-ben. Legyen most v a (Z:”Zl bibiT) nullterébgl
val6. Ekkor

miatt v L b;, minden ¢-re. Tehat v eleme L ortogondlis komplementerének. Vi-
szont mind a képtér és a nulltér dimenzidjanak osszege, mind az altér és ortogonalis
komplementere dimenzidjanak osszege n. Azaz (Z:il bibiT ) képtere éppen L. O

1.1. megjegyzés. Mivel egy kvadratikus forma egyértelmiien meghatirozza a szim-
metrikus méatrixat, igy a kvadratikus forma rangja egyértelmtien definialt. Viszont
egy kvadratikus forma tobbféleképpen elGallithato linearis formék négyzetosszegeként.
Tehat a szabadsagi fok egyértelmiiségét nem kozvetleniil a definiciobo6l, hanem a sza-
badsagi fok és a rang egyenlGségét kimondé tételbdl olvashatjuk ki. 0

1.1. példa. A

Q=Q(x)=x"Ax = (z, ;) (? D (xl) = 207 + 22,79 + 77

T2
kvadratikus forma rangja 2, mivel a métrixdnak rangja 2.
Allitsuk el6 @-t linearis formak négyzetosszegeként kétféle modon. Legyen elGszor
by = (1,1)", by = (1,0)". Nyilvan
(bi@)” + (b]®)" = (a1 +22)° + 2} = Qo).
Misrészt, ¢; = (V2, 1/v/2)7 és ¢ = (0, 1/v/2)7 vélasztéssal
(elx)” + ()’ = (V21 + 22/ V2)? + (22/V2)? = Q).

Mind a by, by, mind a ¢y, c; vektorrendszer rangja 2. O]

1.2. A kvadratikus forma négyzetosszeg alakja

1.2. megjegyzés. Tegyiik fel, hogy a () kvadratikus forma el6all linearis formak négy-
zetOsszegeként a

2 2
Q=(y) +-+ (b v)
és a
2 2
Q=(cly) + - +(c v)
alakban is. Ekkor a by, ..., b, vektorrendszer altal kifeszitett altér megegyezik acy, ..., c,
vektorrendszer altal kifeszitettel.
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Ennek bebizonyitasara tekintsik a @ =y (37, bl-bl-T) yésaQ =1y (Z: Lccl)y
elsallitasokat. Ezeknek a matrixa megegyezik. Tehat Y7 bib, = >7_, cic] . Viszont
az els6 matrix képtere a by, . .., by vektorrendszer altal kifeszitett altér, mig a rnasodlke
a ci,...,c, vektorrendszer altal kifeszitett. O

1.2. példa. Allitsuk el6 az 32 + y? négyzetésszeget két kvadratikus forma tsszegeként:

1
Uity =Q1+ Q= (y1 + )+ = (y1 — y2)*.

5
Itt Ql = (yl/\/§ + yz/\/é)Q és QQ = (yl/\/§ — yz/\/é)Q A Ql és a QQ kvadratikus
formék az y = (y1,y2) " vektor linearis formainak négyzetdsszegei:

Q1= Z%? ahol 2z = (1/\/5’ 1/\/5) (ylayQ)T = b]—ya
Q2 = 257 ahol 2, = (1/\/57 _1/\/5) (yh y2)T = b;—y

A z = (21,2)" vektorra

z=Ay = G;g —11//\/35) Gﬁ) ’

tehat az 0 21, 2o valtozdkat a régi vy, yo valtozokbol az A ortogonalis méatrixszal vald
transzformécioval kapjuk meg. O
A fenti tény sokkal altalanosabban is érvényes.

1.1. lemma. Legyen y = (y1,...,y,)". Legyenek Qi,...,Q, az y1,...,y, valtozok
kvadratikus formai. Tegyiik fel, hogy rang (Q;) =mn;, 1 =1,...,5 és

S Qi Q.
i=1

Akkor és csak akkor létezik olyan A ortogonélis matrix, melyrez = Ay, z = (21,...,2,) "

jeloléssel

2
Ql =z +- —|—an, Q2 n1+1+ +Zn1+n27 ceey,

2
Qs = Zny gy 1 o0 F Zn1+---+ns

teljesiil, ha ny +no + -+ -+ ng = n.

B1zONYITAS. 1. Tegyiik fel, hogy létezik a fenti A matrix. Ekkor AT A = I miatt

n ni+--+ns

Yod=z2lz=y ATAy=y'y= Zy ZQ]— > A

i=1 = i=1
minden z € R"-re. Ezért n =n; + - - - + n,.

2. Tegyiik fel, hogy ni + --- 4+ ny = n. Mivel (); n, rangu kvadratikus forma, igy
Sbeljes négyzetté alakitdsaban” ny db linearis forma szerepel:

ni
E 2
Ql = . 5izi )
=1
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ahol ¢, = +1, z; = biTy, 1 = 1,...,ny. Hasonl6 igaz s, ..., Qsre is. Mivel ny +
<-4+ ng, = n, igy a @); kvadratikus forméak elGallitisaban szerepld bjT n-dimenzios
sorvektorokat mind egymés ala irva, egy n X n-es métrixot kapunk:

b,
A= |b,,

b7

Jelolje most D a §; diagonalis elemekbdl allo diagonalis matrixot (d;-ket ugyanolyan
sorrendben irjuk le, mint a megfelels b, vektorokat az A matrixban). Ekkor

y'A'DAy = 2"Dz = iéiﬁ = Z Q; = Zn:y? =y'y
i=1 j=1 i=1

minden y € R"-re.

Mivel egy kvadratikus forma egyértelmiien meghatarozza a szimmetrikus matrixat,
ezért AT DA = I. Ebb6l adodik, hogy A invertilhato, és D = (A7) 1A™1 = (A~1)T AL
Tehat D egy pozitiv szemidefinit matrixszal egyenls, ami alapjan a f6atlojaban sze-
repl§ 6;-k egyike sem lehet —1, azaz D = I. De ekkor AT A = I, azaz A ortogonalis.

Tovabba
_\N " 2
Ql - Zi:l Zis
és hasonlo all fenn a tobbi Q);-re is. O
1.3. A nem-centralt khi-négyzet eloszlas
0.2
0.1t
0.08
0.06-
0.04
0.02
0 : ‘
0 5 50
ABRA 1.1. x3, és x5 (5) stirtiségfiiggvénye
1.3. definicié. Legyenek &1, ... &, fiiggetlen, normélis eloszlast valdszintiségi valtozok:

& ~N(ai,1),i=1,...,n. Ekkor a
(1.1) =&+ +&
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valosziniiségi valtozot n szabadsagi fokid, A = D7 | a? nem-centralitdsi paramétert

nem-centralt khi-négyzet eloszlastinak nevezziik. Jelolése x2()). O

A nem-centralt khi-négyzet eloszlds abban a specialis esetben, amikor a kiindulo
&; valoszintiségi valtozok 0 varhato értékiek, éppen a kordbban megismert (centralt)
khi-négyzet eloszlas. Azaz x2(0) = 2.

A X3, és x3,(5) stiriségfiiggvénye a 1.1. dbran lathato.

A kovetkezé allitas azt mutatja, hogy nem kell a &;-k a; varhato értékeit kiilon-kiilon

ismerni, az eloszlas csak a A = > | a? nem-centralitasi paramétertdl fiigg.

1.1. Allitas. Legyenek 7, ..., T, fiiggetlen, normalis eloszlasi valbésziniiségi valtozok:
n~ NN, 7~ N(0,1),..., 7 ~N(0,1), ahol A\ > 0. Ekkor

(1.2) T T2

eloszlasa megegyezik az (1.1)-ben adott ¢, eloszlasaval, barmilyenek is a A = Y ;| a?

feltételt kielégitd aq, ..., a, szamok.
BIZONYITAS. Legyen a B = (b;;) n X n-es ortogonalis matrix els sora:

b1 :al/\/xa abln:an/\/x-

[lyen B méatrix létezik, hisz az els§ sorra elGirt vektor egységnyi hosszisagu, ez kiegé-
szithet§ ortonormalt bazissi, és B sorai a bazisvektorok lesznek.

Legyen &€ = (&1,...,&,)7, ahol &,...,&, a 1.3. definiciobeliek. Legyen 7 = BE.
Mivel £ eloszlasa N, (m,I), ahol m = (a1,...,a,)", igy T ~ N,(Bm,I). Ezért
T koordinétéi, 7, ..., ,, egyiittesen normaélis eloszlasi és korreldlatlan valdszintiségi
valtozok. Igy fiiggetlenek is. A varhato értékeik pedig a Bm vektor koordinatai. Azaz
Er, = biT'm ,1=1,...,n, ahol biT a B matrix i-edik sora. De by = )\_%'m, tovabba
b,, ..., b, erre merGleges. Ezért

En=A"m'm=\2) ad=\2\A=V].
i=1
Er; =b/bjvVA=0, i=2,...,n.
Tehat 11, ..., 7, kielégiti a tétel feltételeit. Masrészt

Zj:l §=¢¢=¢B'BE=1"1= Zn 72,

i=1
Tehat az (1.2) elsallitas teljesiil. O
1.2. allitas. A nem-centralt x*(\) khi-négyzet eloszlas karakterisztikus fiiggvénye:
o(t) = (1 — 2it) ™2 expitA(1 — 2it)71];
varhato értéke:
BG, = n + A
szOrasnégyzete:
D¢, = 2(n + 2));
ferdesége:

_ VB(n+3))
Bi(Cn) = n+ 22
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lapultsaga:
12(n + 4\)

B2(Cn) = N

BizONYITAS. Legyen & ~ A (m,1). Ekkor £? karakterisztikus fiiggvénye:

e itz? 1 7(177”)2
Qe2(t) = e \/%e > dx =

too ] 1 m 2 itm?
= expl —— | zvV1 — 20t — —— drexp{ ——— » =
/oo NoE p{ 2( \/1—21'1&) } p{1—2n}

1 itm?
——exp{ ——— ¢,
VT2 P12

ahol az utolsé lépésben az

m
N v LA
Y V12

helyettesitést végeztiik el. Az igy kapott karakterisztikus fiiggvényekbdl szorzassal
adodik x2(\) karakterisztikus fiiggvénye.
Ha ¢ ~ N(m,o?), akkor
Ee? =02 +m?, D% = 20" + 40*m?
(ez utobbit a standard normélisra visszavezetve kaphatjuk). Ezutan alkalmazzuk x?2(\)
definici6jat! O
1.2. tétel. (x? addicios tétel.) Legyenek n, és n,, fiiggetlen x?-eloszlasii valoszintiségi
valtozok n, ill. m szabadsagi fokkal, valamint Ay, ill. A\ nem-centralitasi paraméterrel.

Ekkor az n,, + n,, valtozé n + m szabadsagi fokid, A\ + Ao nem-centralitisi paraméteri
x2-eloszlasti.

A tétel szavakban kifejezve: fiiggetlen y2-ek dsszege 2, a szabadsagi fokok és a
nem-centralitisi paraméterek pedig 6sszeadodnak.
BIZONYITAS. Legyenek &1, ..., &,y fliggetlen normalis eloszlasuak: & ~ N(a;, 1), 1 =
1,...,n+m. nu-et &+ -+ E-ként, ny-et pedig &2+ - -+ &2,,,-ként reprezentélva,

M+ 0m =&+ + &

adodik, ez pedig n+m szabadsagi fok, A\; 4+ A2 nem-centralitasi paramétert khi-négyzet
eloszlas. 0J

1.4. definicié. Legyenek & és n fiiggetlen y?-eloszlast valoszintiségi valtozok: & ~
X2(N), m; ~ xZ%. Ekkor a

§/m
1.3 > /2
(1.3) ~/
valoszintiségi valtozot n és m szabadsagi fokd, A nem-centralitasi paraméteri nem-
centralt F-eloszlastinak nevezziik. 0J

A nem-centralt F-eloszlas abban a speciélis esetben, amikor a kiindulé £ val6szintiségi
valtozo is centralt, éppen a kordbban megismert (centréalt) F-eloszlas.
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1.4. A Fisher-Cochran-tétel

1.3. tétel. Fisher-Cochran. Legyenek &,...,¢&, fiiggetlen valbsziniiségi valtozok,
& ~ Nag,1), i = 1,...,n. Legyenek Q1,...,Qs a &,...,&, kvadratikus formaéi,
rang (Q;) = n;, i = 1,...,s. Tegyiik fel, hogy

G+ +E=Q1++Q,.
2

Ekkor Q1,...,Q, akkor és csak akkor fiiggetlenek és x2 ,..., x5, eloszlasiak, ha
ny+---+ng =n.
Ebben az esetben (Q; nem-centralitasi paramétere: Q;(a), ahol a = (ay,...,a,)".

BizoNYITAs. 1. Legyenek @Qq,...,Q, fiiggetlenek, @); eloszlasa ng 1= 1,...,s.
Ekkor a y?-addicios tétel alapjan Qq +- - -+ Q, eloszlasa x2 . ... De Q1+ +Q, =
& + -+ &2, aminek az eloszlasa definicio szerint y2. Tehat ny + -+ + n, = n.
Megjegyezziik, hogy itt nem volt kiilon sziikség a rang (Q;) = n; feltételre.

2. Legyen most ny +---+n, = n. Az 1.1. lemma miatt létezik olyan A ortogonalis
métrix? hogy aZ 77 - Ag_re (ahOI ’r’ = (/’71’ AR 7/’7n)T7 E = (617 AR ’gn)—r)

Q1:7ﬁ++7772“a Q2:7772n+1+”'+n1211+n2a"-a

QS = 777211—!—----%—71371-1-1 +oeee 777211+~~~+ns .
Viszont & ~ N, (a,I), ezért n = A€ ~ N, (Aa, AAT) = N, (Aa,I), hiszen A orto-
gonalis matrix.
Tehat n koordinatai fiiggetlen, 1 szorasi normalisak. ); pedig n; db ilyennek a
négyzetosszege, tehat Xii eloszlasta. Mivel kiilonboz6 Q;-k elGallitdsaban azonos 7;-k

nem vesznek részt, igy Q;-k fiiggetlenek.

2

3. A nem-centralitdsi paraméter. A lemmaban adott eléallitds Q, = 22 + -+ - + 25

részletesen kiirva:
Qi(y) = (b] y)’+ -+ (b, y)’, yeR",

ahol blT, e bz az A matrix sorvektorai. Ezt a & varhato érték vektora, azaz y = a
helyén véve:

Qi(a) = (bja)’ +- -+ (b, a)* = (Emp)* + - + (Eny, ).

Ez utobbi pedig, a Q1 =n + -+ 7},211 alapjan, éppen (J; nem-centralitisi paramétere.

Hasonl6 all Qs, ..., Q4-re. O
1.3. megjegyzés. A fenti bizonyitasbol kideriilt, hogy a Fisher-Cochran-tétel feltételei
esetén a & + .-+ + &2 teljes négyzetosszeg elGall a &, ..., &, linearis forméi négyzet-
Osszegeként:

G+ & =€+ + (b, £
ahol az n; = bl-Té, 1 =1,...,n, linearis forméak fliggetlenek, és n; ~ N(biTa, 1). S6t, Q;
ezek koziil az els6 ny db, Q5 a kdvetkezd ns db, ... négyzetosszege.
Ha Fisher-Cochran-tétel feltétlei mellett 1étezik a @); kvadratikus forméknak vala-
milyen linearis formék négyzetdsszegeként torténd elGallitasa, akkor a kiilonbozé Q);-k
elgallitasaban szerepld formék fiiggetlenek.
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Ezt bizonyitsuk arra az esetre, ha @ elsall a Q; = (b £)? + -+ + (b, £)? mellett
Q1= (c] €)%+ -+ (¢ €)? alakban is. Egy el6z6 megjegyzés szerint a ¢y, . . ., ¢, altal

kifeszitett altér megegyezik a by, ..., b,, altal kifeszitettel. De az utobbi ortogonalis a
by, 11, -, by, altal kifeszitett altérre. Ezért ¢ b; = 0, amib6l

cov (¢, &, bjTE) = ciTij = cl-Tbj =0,

hal<i<mm+1<j<n A(c&....ch&)" ésa (b, & ...,b &)" vektorok
egyiittesen normélis eloszlastiak, korreldlatlanok, tehat fiiggetlenek. Ezért pl. c] € és

Q- fiiggetlen. O
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2. Az egyszeres osztalyozas

Ebben a szakaszban a Fisher-Cochran-tételt alkalmazzuk az egyszeres osztalyozasra.

2.1. Az egyszeres osztalyozas feladata

A szorasanalizis (ANOVA=ANalysis Of VAriance) alapkérdése: tobb minta esetén
a varhato értékek egyenlGek-e. Alapvets feltétel: mintdk egymastol is fiiggetlenek,
normalis eloszlasbol szarmaznak, és a szorasaik egyenlGek! Tehat a mintdk kozott csak
a varhato értékeikben lehet eltérés.

A legegyszertibb szorasanalizisbeli modell az egyszeres osztalyozas (one-way classi-
fication, one-way layout). Itt egyetlen tényezd szintjeit kell 6sszehasonlitani. Mivel a
megfigyelések eredményeit tényezénként egy-egy oszlopban szoktak elhelyezni, a ténye-
z0k szintjeinek hatésat oszlophatasnak nevezziik. Példaként tekintsiink egy fogyokiras
kisérletet.

diéta tényezd

1. dieta | 2. dieta | 3. diéta
9.40 22.84 17.35
9.48 15.32 16.36
7.56 11.04 15.88
11.52 17.92 14.28
11.56 19.68 18.60
12.12 26.20 19.32
11.36 14.20
4.60 17.52
14.48

2.1. példa. Harom kiilonb6z6 diéta hatasat mérték 9, 6, ill. 8 kisérleti alanyon. Itt az
egyetlen tényezd a diéta, annak 3 szintje van. A diéta hatasara a stilyveszteségeket a
fenti tablazat mutatja. Vizsgaljuk meg azt a nullhipotézist, hogy a diétak altal okozott
sulyveszteségek varhato értékei egyenlGek! 0

A megfigyelések: Yi;, 7 =1,...,n;,7i=1,...,p. Y, az i-edik szinten végzett j-edik
megfigyelés. Az egyes szinteken nem feltétlen kell azonos szamu mérést végezni.
Feltessziik hogy,

Yij ~ N(p+ ai, o?) és Y-k fiiggetlenek.

p
Elérhetd, hogy > n;a; = 0 legyen. Vezessiik be az n = ny + - - - + n,, jelolést.
i=1
Vizsgaljuk a
HO . a1:a2:~-~:ap:0

nullhipotézis teljesiilését! Hy azt jelenti, hogy az egyes szinteknek nincs hatasa.
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A Steiner-formula alapjan az n db Y;; négyzetosszege elGall

p ng V4 n;
IDRCED P NI S Eats

i=1 j=1 i=1 j=1

g

_ p
alakban, ahol Y. = %Z Y, a teljes atlag. A fenti felbontasban szerepld elsé
i=1j=1

]:
négyzetosszeg jelolése (), elnevezése teljes négyzetosszeg. () elGall

P Py
Q-0+ =S S M-V +3 S (v -
i=1 j=1 i=1 j=1
alakban, ahol Y;. = ni nz Yi; az i-edik szint atlaga.
1 j:l

(21 méri a szintek k6zotti szérodast, () pedig a szinteken beliili szér6dast
(azaz a véletlen hibat). Hy-at akkor vetjiik el, ha @1 tilsdgosan nagy (Q2-h6z képest.

2.2. A Fisher-Cochran-tétel alkalmazisa az egyszeres
osztalyozasra

A proba konstrudlasara hasznaljuk a Fisher-Cochran-tételt. Tekintsiik a teljes fel-
bontast:

p ng
Z ZYz?:Q1+Q2+n?._2-
i=1 j=1

2.1. allitas. (@), szabadsagi foka p—1, Qo szabadsagi foka n — p, n?Q szabadsagi
foka 1.

BizONYITAS. A kvadratikus formak itt linearis formak négyzetosszegeiként vannak
elglallitva. Rendezziik a linearis formék egyiitthatoit

3/11""ai/lnla}/Qh"'7}/27127"'7}/]717"'7}/]77113

szerint.
Ekkor a 1-hez tartozo egyiitthatok matrixa (valojaban az azonos sorok koziil 1—1-
et megtartva):

1 _1 1 _1 1 _1 _1 _1
ni n ni n n n n n
_1 11 1 1 1 _1 _1
n n no n no n n n
1 _1 _1 _1 1 _1 1_1
n n n np n np n
Ezen p sor linearisan fiiggd, hisz ny, ..., n, egyiitthatokkal bel6liik 0 kombinalhat6. De

az els6t kivonva az 6sszes tobbibdl, p — 1 lineéarisan fiiggetlen sort kapunk. Azaz (),
szabadsagi foka p — 1.
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A @o-ben szerepl§ linearis formak egyiitthatoi olyan

D,
D=
Dp

méatrixot alkotnak, melyben a diagonalison fekvé D, ..., D, blokkokon kiviili elemek
0-k. A D; blokk:

11 _1 _1

Di — 1 . 1 1
1 1y

Ez az n; X n; méreti matrix n; — 1 rang. Ugyanis sorainak 0sszege 0, de az els§ sort
az Osszes tobbibdl kivonva, n; — 1 db linearisan fiiggetlen sort kapunk. Ezek alapjan
()2 szabadsagi foka (ny — 1) +---+ (n, — 1) =n —p.

n72 szabadsagi foka nyilvan 1. O
2.2. allitas. @, és Qs fiiggetlenek. 5Q1 ~ X2 (M), 5Q2 ~ x2_,(0), ahol A\, =

p
5 Ym0l
i=1
0—126,21 akkor és csak akkor centralt x?-eloszlast, ha a
Hy:on=ap=---=qa,=0
nullhipotézis teljesiil.

B1zONYITAS. Az el6z6 allitas miatt a Fisher-Cochran-tétel feltétele teljesiil, hiszen a
rangok Gsszege (p — 1) + (n — p) + 1 = n. Igy a kvadratikus formak fiiggetlenek és -
eloszlasnak. A nem-centralitasi paramétereket ugy kapjuk, hogy a varhato értékeket
beirjuk a kvadratikus formakba. Mivel E(Y;; —Y;.)=0, igy @, nem-centralitasi
paramétere 0. Viszont E(Y;. —Y.) = «;, ezért O%Ql nem-centralitasi paramétere:
)\1 = 0—12 Zle nzaf O

2.3. A szorasfelbont6 tablazat

A 2.2. allitas alapjan a Qy véletlen hiba (skalarszorosa) mindig centralt y2-eloszlast,
Q1 (skalarszorosa) viszont pontosan akkor, ha Hy teljesiil.

2.3. allitas. Az
@ Q2

p—1/ n—p
statisztika pontosan akkor p — 1 és n — p szabadsagi foku centralt F-eloszlasi, ha a

F =

Hy:ap=ay=---=a,=0
nullhipotézis teljesiil.
BizONYITAS. Az 2.2. allitas szerint F' két fiiggetlen, a szabadséagi fokaval elosztott,
(Hy esetén centralt) y?-eloszlast valosziniiségi valtozo hanyadosa. Ezért az F-eloszléis

definicioja alapjan ennek eloszlasa (Hy esetén centralt) F-eloszlas p — 1 és n — p sza-
badsagi fokokkal. O
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Az eddigiek alapjan az alabbi szorasfelbonto6 tablazatot adhatjuk meg az egytényezGs
osztalyozésra.

A szoérodas Szabadsagi Négyzet- Négyzet- F-hanyados
forrésai fokok Osszegek atlagok
Részsokasagok
(szintek) kozotti p—1 Q1 ]% F=22 %
eltérések
Szinteken beliili
eltérések n—op Q2 ﬁQsz
(véletlen hibak)
Teljes n—1 Q1+ Q2

Szorasfelbontod tablazat az egytényezis osztalyozasra

Hy-at 1—a szinten elvetjiik, ha a kapott F-statisztika értéke nagyobb, mint Fj,_1 ,_p.q],
azaz a megfelel§ szabadséagi foku centralt F-eloszlas tablazatabol kikeresett (felss) kri-
tikus érték.

2.2. példa. (A 2.1. példa folytatasa.)
A (szamitogépes) eredményt a szoérasfelbonto tabla tartalmazza:

ANOVA Table
Source df | SS MS F
Columns | 2 | 313.9 | 156.90 | 13.31
Error 20| 235.8 | 11.79
Total 22 | 549.7

Az elnevezések magyarazata. Source — a szorddas forrasa; Columns — oszlophatés
(szintek kozotti eltérések); Error — véletlen hiba; Total = teljes négyzetosszeg; df
(degree of freedom) = szabadséagi fok; SS (Sum of Squares) = négyzetosszeg; MS (Mean
Square) = tapasztalati szorasnégyzet (négyzet atlag), F = F-statisztika.

Annak kérdésérdl, hogy a diéta harom szintjének van-e hatasa, az F alatti mennyiség
alapjan dontiink. Amennyiben Hy : a tényezd szintjeinek nincs hatdsa nullhipotézis
teljesiil, az F alatti statisztika centralt F-eloszlasu (jelenleg (2, 20) szabadsagi fokkal).
Ez alapjan hatarozhaté meg a proba pontos terjedelme: p. Példdnkban p = 0.00021
érték adodott, azaz minden hasznalatos szinten elvetjiik a diétak egyforma hatasat.

A hagyomanyos (téablazatos) kiértékelés ugyanerre a kovetkeztetésre vezet. F értékét
osszehasonlitva a (2,20) szabadsagi foku centralt F-eloszlas Fjs 0,005 = 3.49 kritikus
értékével, azt kapjuk, hogy a Hy nullhipotézist 95%-o0s szinten el kell vetni. Ez azt
jelenti, hogy a diéta tényezd kiilonbo6z6 szintjeinek van hatasuk a silycsokkenésre.

Megjegyezziik, hogy az eljarast forméalisan végrehajtottuk, azonban az alapfeltevések
nem teljesiilnek. Példankban sem a szorasok nem egyenlGek, sem a normalitas nem igaz
(ez utobbi grafikus eljarasok, azaz hisztogram és Gauss-papir alapjan adodott). Transz-
forméciokkal (logaritmus, illetve tortkitevés hatvany vétele) részleges javulast sikeriilt
elérni, a transzformécio elvégzését az olvaséra bizzuk. 0
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2.4. Konfidencia intervallum a varhato értékre

Amennyiben a
HO . a1:a2:~-~:ap:0
nullhipotézist elvetjiik, tigy konfidencia intervallumot kell szerkeszteniink a (kiilonb6z6)
varhato értékekre. Megmutatjuk, hogy az egyszeres osztalyozas esetén hogyan lehet
konfidencia intervallumot szerkeszteni a varhato értékekre, ill. azok kiilonbségeire.
A teljes négyzetosszeg felbontasaban szerepld linearis formak fiiggetlenek. Igy

(YV.-Y.,Y.-Y), Q) Y.

fiiggetlen (ketts-, illetve egy-egydimenzios) valoszintiségi valtozok (i # j).
Emiatt Y. és (), fliggetlenek. Ezek eloszlasa:
_ o? 1

Igy
Vi (Yi = (n+ i) /v Qa/(n = p) ~ tuy.
Ez alapjan (ha Hy-at elvetjiik) lehet konfidencia intervallumot szerkeszteni (u+ «;)-re.
Masrészt, a fentiek alapjan,

?Z_? NN(OKZ, (i_l) 02) ’
n; n

ahol Y, — Y. szorasa a linearis forma egyiitthatoéi alapjan adodott. Tehat ebbdl a
linearis formabol és a ()o kvadratikus formabol lehet a;-re konfidencia intervallumot
szerkeszteni a t,,_,-eloszlas alapjan.

Most szerkessziink konfidencia intervallumot a varhato értékek kiilonbségeire.

?i- —?] és Q2
fiiggetlenek. Tovabba

- — 1 1
K.—)@.w/\/(ai—aj,02<—+—)).
n; n;

Ebbél és QQ2-bél (o — a;)-re lehet konfidencia intervallumot szerkeszteni, hiszen

e (B =T, (0 ) [Vl 71~ .



3. KETSZERES OSZTALYOZAS INTERAKCIO NELKUL 23

3. Kétszeres osztalyozas interakci6 nélkiil

3.1. A kétszeres osztalyozas feladata

3.1. példa. Egy iizemben 5 gépen, és 3-féle anyaghol gyartjak ugyanazt a terméket.
Jelolje Y a termék egy jellemzGjét. Azonosnak tekinthetd-e Y a kiilonb6z6 gépeken és
kiilonb6z6 anyagokbol készitett termékek esetén? O

A kétszeres osztalyozas azt jelenti, hogy két tényezd befolyasolja a kisérlet ered-
ményét. Ezeket jelolje A és B. Tegyiik fel, hogy az A tényezének I, a B tényezének
pedig J kiilonb6z6 szintje van. Fenti példankban A a gép, ennek 5 szintje az 5 gép
maga. B pedig az anyag, ezen tényez 3 szintje a 3-féle anyag.

A két tényez6nek minden szintkombinacidjara végziink megfigyeléseket, a mérési
eredményeket matrixba rendezziik. Az egyik tényez6 szintjei a méatrix sorait, a mésik
tényezG szintjei az oszlopait jeloli. Ezért az egyik tényezGt sorhatasnak, a masikat
oszlophatasnak nevezziik. (Egy szantofoldi kisérletnél a tényleges parcellak is igy
helyezkedhetnek el.)

A két tényez$ szintkombindcidinak szama, azaz a celldk szama I.J. Az els6ként
targyaland6 modelliinkben feltételezziik, hogy a tényezGknek egyiittes hatésa (interak-
cioja) nincs. Ekkor elegendd cellanként egy megfigyelést végezni. Legyen az (i, j)-edik
cellaban végzett kisérlet eredménye Y;;, (i = 1,2,...,1; j = 1,2,...,J). Tegyiik fel,
hogy

(3.1) Yi=pto+ P +ey, i=12...1, j=12...J,

ahol «; az i-edik sor hatasa, [(; pedig a j-edik oszlop hatasa; tovaibba az ¢;;, i =
1,2,....1, j=1,2,...,J, valtozok fliggetlenek, normélis eloszlastak:

Eij ™~ N(O,O’Q) .

Fontos (és a tényleges adatok esetén ellendrizendd), hogy a megfigyelések fiiggetlen,
azonos szérasi normalisak. Az egyes tényezsk szintjei csak a megfigyelések varhato
értékét befolyésoljak.

Elérhets, hogy a paraméterek kielégitsék a kovetkezd feltételeket:

1

(3.2) S =0 ijl 8, = 0.

A vizsgéland6 hipotézisek:

HA:O{lZO[2:"':O[[:0,
HBiﬁlzﬁzz“':ﬁJ:Oa

azaz nincs A-hatas, ill. nincs B-hatés.
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Vezessiik be a szokasos jeloléseket:

1
?i_szYij, i=1,2,....1;

ljl1
?.J'ZFZY;‘J‘, 321,2,,J,
B 12 1[ ;
Vo= 0 Y

i=1 j=1

I

Q=3

“<|

J

D =Y Q=) Y (V=Y
>, Vi+Y)h Q=3 > (v-Y)"

1

,_.
-
Il

—
<
Il

—_

7

.

||M~

<.

1

,_.
-
Il

—
<
Il

—_

7

Itt @ a teljes négyzetosszeg, Q1 az A tényezs szintjei kozotti eltérések négyzetisszege,
()2 a B tényezl szintjei kozotti eltérések négyzetosszege, végiil (3 a hibatag. FElemi
szamolassal megmutathato, hogy @) felbonthato 1, ()2 és Q3 Gsszegére.

3.2. A Fisher-Cochran-tétel alkalmazasa a kétszeres
osztalyozasra

A Fisher-Cochran-tétel alkalmazasa szempontjabol praktikusabb az alabbi felbon-
tasbol kiindulni.

1 J 9 .,
Zizl ijl Vi=Qi+Q2+ Q@+ 1JY .

3.1. allitas. (), szabadsagi foka I — 1, ()5 szabadsagi foka J — 1, Q3 szabadsagi foka
(I-1)(J—-1), 1Y szabadsagi foka pedig 1. O

3.2. allitas. (a) Q1, Qo és Q3 fiiggetlenek;
(b) Q3/c* mindig centralt x* e]osz]asu (I —1)(J — 1) szabadsagi fokkal;
) 02@1 ~ X7_1(A1), ahol Ay = = Zi:l af;
(d) Qs ~ x5_1(A2), ahol Ay = % 377, B%;
e) 0—12Q1 akkor és csak akkor centralt x?-eloszlast, ha H 4 teljesiil;
) U—IQQQ akkor és csak akkor centralt x?-eloszlast, ha Hpg teljesiil.

B1zONYITAS. Az el6z6 éllitas miatt a Fisher-Cochran-tétel feltétele teljesiil, hiszen a
rangok osszege (I — 1)+ (J—1)+ (I —1)(J—1)+1 = IJ. Ezért a kvadratikus formak
fiiggetlenek és y2-eloszlastiak. A nem-centralitdsi paramétereket gy kapjuk, hogy a
varhato értékeket beirjuk a kvadratikus formakba. O
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3.3. A szorasfelbonto tablazat

A 3.2. allitas alapjan a Q3 véletlen hiba (skalarszorosa) mindig centrélt x2-eloszlast,
Q1 és Qo (skalarszorosa) viszont pontosan akkor, ha Hy, ill. Hp teljesiil.

3.3. allitas. Az
Fi = Ql QB
AT U= -1)

statisztika pontosan akkor I — 1 és (I —1)(J — 1) szabadségi foku centralt F-eloszlasi,
ha a

HA:O{IZOZQI"':O[[:O

nullhipotézis teljesiil.
Az

Q2 QB
FB:J—l/(I—l)(J—l)

statisztika pontosan akkor J —1 és (I —1)(J — 1) szabadsagi foku centralt F-eloszlasii,
ha a

Hp:p1=p=---=03;=0
nullhipotézis teljesiil.

BizoNvYITAS. A 3.2. Allitas szerint F4 két fiiggetlen, a szabadséigi fokaval elosztott,
(Hy esetén centralt) y*-eloszlasi valoszintiségi valtozo hanyadosa. Ezért az F-eloszlas
definicidja alapjan ennek eloszlasa (Hy esetén centralt) F-eloszlas I —1és (I —1)(J—1)
szabadsagi fokokkal. O

A fentiek alapjan a kéttényezds (interakeio nélkiili) modell szorasfelbonto tablazata
az alabbi.

A szérédas Szabadsagi Négyzet- Négyzet- F—
forrésai fokok Osszegek atlagok hényadosok|
Sorok kozotti
eltérések I-1 Q1 S = % g—;

(A tényez6 szintjei)
Oszlopok kozotti

eltérések J—-1 Q> Sy = % %

(B tényez6 szintjei)
Véletlen hiba (I-1)(J—-1) Qs Sy = _(1—1652(321—1)
Teljes IJ—1 Q

A kéttényez6s (interakcio nélkiili) modell szorasfelbonto tablazata

A H, nullhipotézist 1 — « szinten elvetjiik, ha
S1/Ss > Flr-1, (1-1)(J-1); ol s

mig a Hpg nullhipotézist 1 — « szinten elvetjiik, ha

52/53 > F[J—l, (I-1)(J-1);a]
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ahol az Fjj m;q) az (I,m) szabadsagi fokt centralt F-eloszlas 1 — o szinthez tartozo
(fels6) kritikus értéke.

3.4. Konfidencia intervallum a varhato értékre

A nullhipotézisek elutasitasa esetén az egytényezés modellnél mondottakhoz hason-
l6an becsiilhetjiik az ismeretlen «;, 5; paramétereket, kiilonbségeiket és a o?-et.

Mivel Q3/0? mindig centralt y*-eloszlast (I —1)(J — 1) szabadségi fokkal, ezért o2
torzitatlan becslése S3 = (1—1?%

Belathato, hogy Y, - Y ~ N (ai — Qr, %) Ezért 1 — o megbizhatosagi szint

konfidencia intervallum az «; — «a kiilonbségre (ahol ¢ # @)

(3.3) (Ye = Yor) F tr-1)-1);0/2V/ 255/ J,
ahol t7_1y(7-1); a/2] A7 1 — « szintd kétoldali t-proba kritikus értéke.
Tovabba, Y, — Y. eloszlasa

(3.4) N (aa—; (1 - %)) :

ahol a szoras a linedris forma egyiitthatéi alapjan adodott. Ezért az 1 — o szintd
konfidencia intervallum o;-re a kovetkezd:

_ S
Y. - Y.) F tir-nu-1jsa 1- <
( ) Fliu-nu-1ia2\| ( 1)

Hasonl6 modon adhatunk konfidencia intervallumot a 3; — §;: kiilénbségre és 3;-re.

3.5. Feladatok

1. A (3.1)-ben szerepls ‘mennyiségekkel definidljuk az aldbbi aj mennylsegeket
fi=p+a+p, a=a—a, ﬁj Bi— g, ahOIO‘—(l/I)ZZ 1 Qs B= (I/J)E] 1 Bj-
Léassuk be, hogy minden 7 és j esetén 1 + a; + ﬁj =+ a; + 55, és a -mal jeldlt 4j
mennyiségek mar teljesitik a (3.2) feltételeket!

2. Lassuk be, hogy a (3.1) modell esetén, ha i # ¢/,

- = 202
}/;_}/;’-NN(OQ_OQU%) ’

5Qs ~ 1 -1y, ¢ ezek egymastol fiiggetlenek. Ez alapjan igazoljuk (3.3)-at!
3. Igazoljuk (3.4)-et!
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4. A kétszeres osztalyozas az interakcid
figyelembevételével

4.1. A modell

Most a kétszeres osztalyozas realisztikusabb esetét tekintjiik: kétszeres osztalyozést
interakcioval.

Legyen az A tényezének [ szintje, a B tényezének J szintje. Tételezziik fel tehat
azt, hogy a két tényezd egylittes hatésa (interakcioja) is befolyasolhatja a kisérlet
eredményét. Ilyenkor cellanként tobb megfigyelést kell végezniink.

Végezziink a két tényez6 IJ szamu szintkombinédciojanak mindegyikére K (> 1)
szamu fliggetlen megfigyelést. A cellankénti egyenls szami megfigyeléses kisérleti el-
rendezést kiegyensiilyozott elrendezésnek nevezziik. K-t ismétlésszamnak mond-
juk.

Jelolje Y;;i az (i, j)-edik cellaban a k-adik megfigyelés eredményét (k =1,..., K).
Tegyiik fel, hogy

(4.1) Yije = b+ i + 85 + vij + €iji,

ahol az £, véletlen hibak fiiggetlen, 0 és 0% paraméter( normélis eloszlast valosziniségi
valtozok.
A vizsgalando hipotézisek:

HA:O{lZO[2:"':O[[:0,
Hp:38,=0y=---=03;=0,
Hpp :minden ¢=1,2,...,1, j=1,2,...,Jre v; =0.

Azaz nincs A-hatés, nincs B-hatas, illetve nincs AB interakcio.
Elérhets, hogy a paraméterek kielégitsék a kovetkezd feltételeket:

I J
D=0 > 5=0,
i—1 j=1

(4.2) ; ;
Z%]:O (G=12...,J), Z%jzo (i=1,2,...,1).
=1 j=1

Ekkor az ismeretlen p, o, (B és 7;; paraméterek legkisebb négyzetes becslései az
alabbi alakaak. (A maximum likelihood becslések is ugyanezek.)

ARSI~} =)
Il

A eSS
|
=

(4.3)

BT

<.

2
[
|
il
_I_
=l
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ahol
L 1 1 J K
Vo= g 2D Vi
i=1 j=1 k=1
L 1 J K
Vio= 522D Yk,
j=1 k=1

il
I
'N‘H
M)~
Jl

minden ¢ = 1,2,...,1, 5 = 1,2,...,J esetén. Ezek segitségével adhatjuk meg teljes
négyzetosszeg felbontisat. Az elemzés az alabbi négyzetosszegeken fog alapulni.

z]k }/zj-)za

b3

I
1=
I

@:Zi

—_
.

Yie — Y.)%.

.
—_
<.
Il
—_
T
—

()1 az els6 tényezG szintjei kozotti eltéréseket, ()2 a méasodik tényezs szintjei kozotti
eltéréseket, ()3 pedig a két tényezs egyiittes hatasat irja le. ()4 a véletlen hibak négy-
zetOsszege, mig () a teljes négyzetosszeg. A teljes négyzetosszeg felbontasa:

Q=01+ Q2+ Q3+ Q.

Ez a formula a kétszeres szorzatok 0 volta miatt igaz.

4.2. A Fisher-Cochran-tétel alkalmazasa

A Fisher-Cochran-tétel alkalmazasa szempontjabol praktikusabb az alabbi felbon-
tasbol kiindulni.

I J K
(4.4) S N VA= Qe Qs+ Qi [JKY.

i=1 j=1 k=1
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()1 szabadségi foka I — 1, @), szabadsagi foka J — 1, ()3 szabadsagi foka (I —1)(J —1),

Q4 szabadsagi foka IJ(K — 1), IJK ?2 szabadséagi foka pedig 1.

4.1. allitas. Az (4.1) modell esetén
(a) Q1, Q2, Q3 és Q4 fiiggetlenek és x*-eloszlastiak, de nem feltétleniil centraltak;
(b) % Q. mindig centralt x*-eloszlast IJ(K — 1) szabadségi fokkal;

(c) U—IQQI akkor és csak akkor centralt x? ,-eloszlasti, ha H, teljesiil;

(d) J—IQQQ akkor és csak akkor centralt x% _,-eloszlast, ha Hg teljesiil;

(e) %Qg akkor és csak akkor centralt X?Ifl)(kl)—eloszlésfz, ha H g teljesiil.

BIZONYITAS. A (4.4) elsallitasban a Fisher-Cochran-tétel feltétele teljesiil, hiszen a
rangok osszege (I — 1)+ (J - 1)+ (I —-1)(J—=1)+[J(K —1)+1=I1JK. Ezért a
kvadratikus formak fiiggetlenek és y2-eloszlastiak. A nem-centralitdsi paramétereket
ugy kapjuk, hogy a varhato értékeket beirjuk a kvadratikus formékba. O]

4.3. A szorasfelbontd tablazat

A fentiek alapjan a kéttényezss (interakciot figyelembe vevs) modell szorasfelbonto
tablazata az alabbi.

A szorodas Szabadsagi Négyzet- Négyzet- F-
forrasai fokok Osszegek atlagok hanyadosok
A tényezs I—1 Q1 Sy = 24 S1/S4
B tényez6 J—1 Q2 So = 22 So/S4
AB interakcio | (I —1)(J —1) Qs s = == S3/54
Veéletlen hiba (K 1) Qa Si = 7H
Teljes I1JK —1 Q

Szorasfelbonto tablazat kéttényezds (interakeiot figyelembe vevs) modellre

A kiilonb6z6 nullhipotézisek F-probait ugyanugy hajtjuk végre, mint az el6z6 mo-
delleknél. Els6ként a H4p hipotézist vizsgaljuk.

4.1. példa. Kétféle vas (Fe*™ és Fe3t) szervezetbdl valo kiiiriilését vizsgaljuk. Mind-
két vas fajtabol 10.2, 1.2 és 0.3 millimo6los koncentraciot adunk, 18-18 egyednek.

A lenti méatrix elsé 3 oszlopa a Fe?t harom kiilonb6z6 mennyisége esetén a szer-
vezetben maradt szazalékos ardnyt mutatja a 18-18 egyed esetén. Hasonld a métrix
tovabbi 3 oszlopa. A 3 kiilonb6z6 vas-mennyiség az oszlophatds. A vas 2 mindGsége a
sorhatas. Végiil 18 az ismétlésszam. Tehédt egy kiegyenstlyozott elrendezéstink van.

Miért nem végeztiik el mégsem az ANOVA eljarast ezekre az adatokra? Mert a
mintadnak normalis eloszlasinak kell lennie azonos szoérassal! Viszont az empirikus
szorasnégyzetek az mutattik, hogy cellanként vett 18-18 elemtd minta szérasai nagyon
eltérnek. Ugyanezen mintédkra a hisztogram a haranggorbétsl nagy eltérés mutatott,
ugyanigy a Gauss-papir az egyenestdl, tehat a normalitas sem 4ll fenn. Probalkozzunk
a minta transzformalasaval! A logaritmus vétel jelentGs javulast hozott mind a norma-
litasban, mind a szorasok egyenlGségében. (Megjegyezziik, hogy normalitéast 18 elemti
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mintabo6l nem igazan lehet jol tesztelni. A modszert tekintve: a normalitast Shapiro-
Wilk-probaval, a szorasok azonossagat egy Bartlett-probéaval kellene ellendrizni.)

Fe?t Fe3+t

10.2 1.2 0.3 10.2 1.2 0.3

0.71 2.20 2.25 2.20 4.04 2.71
1.66 2.93 3.93 2.69 4.16 5.43
2.01 3.08 5.08 3.54 4.42 6.38
2.16 3.49 5.82 3.75 4.93 6.38
2.42 4.11 5.84 3.83 5.49 8.32
2.42 4.95 6.89 4.08 5.77 9.04
2.56 5.16 8.50 4.27 5.86 9.56
2.60 5.54 8.56 4.53 6.28 10.01
3.31 5.68 9.44 5.32 6.97 10.08
3.64 6.25 10.52 6.18 7.06 10.62
3.74 7.25 13.46 6.22 7.78 13.80
3.74 7.90 13.57 6.33 9.23 15.99
4.39 8.85 14.56 6.97 9.34 17.90
4.50 11.96 16.41 6.97 9.91 18.25
5.07 15.54 16.96 7.52 13.46 19.32
5.26 15.89 17.56 8.36 18.4 19.87
8.15 18.3 22.82 11.65 23.89 21.60
8.24 18.59 29.13 12.45 26.39 22.25

Az adatok logaritmuséra az aldbbi szorasfelbont6 tablazatot kaptuk:

ANOVA Table
Source SS df | MS F
Columns 15.58 217.79 22.52
Rows 2.079 112.079 6.01
Interaction | 0.8089 2104045 | 1.62
Error 35.39 102 | 0.346
Total 53.76 107

A szokasos H,, Hg, H,p nullhipotézisek esetén a megfelel6 F-probak pontos ter-
jedelmére a kovetkezSket kaptuk: 7.9 * 107, 0.015, 0.314. Ezen p értékek alapjan el
kell vetni, hogy Ha: nincs oszlophatds, Hg: nincs sorhatds, de el kell fogadni, hogy
HAp: nincs interakceio.

Magyarazat. SS oszlopaban a teljes négyzetosszeg felbontasa van oszlophatasra,
sorhatasra, interakciora és véletlen hibara. A df alatt ezek szabadségi foka all. MS
alatt SS és df hanyadosa. F pedig a megfelel6 hatas MS értékének és a véletlen
hiba MS értékének hanyadosa. Ha valamelyik hatas a véletlen hibdhoz képest tul
nagy, akkor elvetjitk az azon hatasra vonatkozé nullhipotézist. A (pi,p2,p3) = (7.9
1072,0.015, 0.314) vektor i-edik komponense annak az értékét adja, hogy a nullhipotézis
igaz volta esetén milyen valoszintiséggel lehetne a centralt F-eloszlast valdszintiségi
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valtozo legalabb olyan nagy, mint a kapott F értek. Igy kicsi p; esetén elvetjiik a
nullhipotézist. A p; értékét F-eloszlas alapjan hatarozzuk meg: az F oszlopban 1évG
statisztikdk mindig F-eloszlastiak, a megfelel6 nullhipotézis fennallasa esetén central-
tak, ha viszont a nullhipotézis nem igaz, akkor nem centraltak. (Megjegyezziik, hogy
a két fenti szorasanalizisbeli példaban a MATLAB és a SAS futési eredménye teljesen
megegyezett.) O

4.4. Feladatok

1. A (4.1)-ben szerepl6 mennyiségekkel definialjuk az aldbbi 4j mennyiségeket.
i=pt+ta+ B+, G =a-a+7, —7., b= B =B +7; =7 Ty =
Vi =7 =7y T, ahola = (/D) iy i B= (/D) 7285 7 = (1 T) 71 v

(1/[) S v, 7= (/L)Y ijl 7ij- Lassuk be, hogy minden i és j esetén
m + a; + ﬁ] + 7 = 1+ a; + B + vij, és a -mal jelolt Gj mennyiségek mar teljesitik a
(4.2) feltételeket!

2. A (4.1) modellben a legkisebb négyzetes becslés, azaz a hiba négyzetisszeg
minimalizalasa a

(4.5) i i i ( ik — (U + o + 35 ‘|“%J)>2

i=1 j=1 k=1
fiiggvény minimumanak meghatarozasat jelenti u, «;, (B; és ;; szerint. Lassuk be,
hogy a minimum a (4.3) képletbeni értékeknél adodik! Ehhez hasznaljuk a minimum
derivaltakkal torténs meghatarozasat. A kapott linearis egyenletrendszer megoldasakor
vegyiik figyelembe (4.2)-ot.
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1. A linearis modell

1.1. A linearis modell definici6ja

(1.1) | Y =XB+e¢|

a linearis modell, ahol
Y n-dimenziés megfigyelés vektor,
X n X p méretd, nem véletlen, megfigyelt matrix (a magyarazo valtozok matrixa),
B p-dimenzi6s ismeretlen paraméter,
e nem megfigyelhetd n-dimenzios véletlen vektor (hiba).

Altaldban n > p, ezt sziikség esetén fel fogjuk tenni. A gyakorlatban p a magyarazo
valtozok szama, n pedig a megfigyelt objektumok szama, tehat n > p ésszert feltétel.

1.1. példa.

1.2. A legkisebb négyzetek mdédszere

Ha Ee = 0 és vare = 0*] (0? ismeretlen paraméter), akkor homoszkedasztikus
esetrl beszéliimk. Ekkor a legkisebb négyzetes becslést (OLS=Ordinary Least

Squares) alkalmazzuk B-ra: ez lesz (3.

Legyen tehat 3 az |Y — X3||%-et minimalizalo vektor. (Itt || . || a norma R"-ben.)
Jelolje Pr az X oszlopai altal generalt F' altérre valé merGleges vetitést.

1.1. Allitas. 1. ﬁ legkisebb négyzetes becslés <=
X3 =PyY.

2. B legkisebb négyzetes becslés <= B az

XY = X"XB3

normalegyenlet megoldasa.

BizoNviTAS. 1. Y-hoz az X oszlopai altal generalt altér mely X3 eleme lesz
legkozelebb? Eppen az Y vetiilete, azaz PrY . Igy XB = PrY.

2. ||Y — XBJ]? mikor a legkisebb? Ha Y — X3 éppen az Y ortogonalis komp-
lementere az F' altérre vonatkozoan. Azaz Y — X3 merdleges X minden oszlopara,
tehat

X'Y -X"XB=0,
vagyis

X"XB=XTY. 0

1.1. megjegyzés. X' X invertalhato <= rang X =p .
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BIzONYITAS. 1. Ha XTX invertalhato, akkor X" Xa = 0 esetén a=0. Ezért Xa is
csak akkor lehet 0, ha @ = 0. Azaz X oszlopainak csak 0 egyiitthatokkal vald linearis
kombinécioi egyenlGek 0-val, tehat X rangja egyenlG az oszlopai szdmaval, vagyis p-vel.

2. Ha rang X = p, akkor Xa # O tetszoleges a # 0 esetén; igy a' X' Xa =
| Xal||*# 0. Viszont ha X " X nem lenne invertalhato, akkor a vele képzett kvadratikus
forma 0 lenne valamely a # 0 vektorra. 0

1.2. megjegyzés. Ha rang X = p, akkor

B=(X"X)'XTY|

Ez éppen a normélegyenlettel ekvivalens, ha (X ' X) invertalhato. O

1.2. allitas. Legyen Ee = 0, vare = 021 és rang X = p. Ekkor B = (XTX)"' XY
torzitatlan becslése 3-nak, tovabba var 3 = o(X X)L
Ha € ~ N,(0,0%I), akkor 3 ~ N,(B,0*(XTX)71).

B1zoNYiTAS. Ha rang X = p, akkor (X " X) invertalhat6. Ekkor
EB = (X'X)'X'EY =,
hiszen EY = X 3. Masrészt
var (8) = (X TX)' X (var (Y)X(XTX) ' = (X X)),

ugyanis var (Y') = var (&) = o°1.
Ha € ~ N,(0,0%I), akkor Y ~ N, (X3,0%]), igy B3 — lévén Y linedris fiiggvénye
— maga is normalis eloszlésii. 0

1.3. A Gauss-Markov-tétel legegyszeriibb alakja

A homoszkedasztikus esetben 8 = (XTX)"1XTY legkisebb négyzetes becslés a
legjobb linearis torzitatlan becslés (BLUE=Best Linear Unbiased Estimator).
Ezt mondja ki a Gauss-Markov-tétel legegyszeriibb alakja.

1.1. tétel. (Gauss-Markov.) Ha Ee = 0, vare = 0*[ és rang X = p, akkor B =
(XTX)"'XTY a B paraméter vektor legjobb linedris torzitatlan becslése.

BIZONYITAS. Baz Y vektor linedris fiiggvénye (X7 X)~1X T matrixszal valo szorzata),
azaz B linearis becslés. Tovabba Eﬁ = 3, tehét torzitatlan.

Legyen C'Y a B-nak egy masik linearis torzitatlan becslése. Be kell latnunk, hogy
CY szorasmatrixa ,nagyobb” B szorasmatrixanal, azaz var (C'Y) — var (B) pozitiv
szemidefinit. C'Y torzitatlansagabol

B=ECY =CE(XB+e)=CXB V.
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Tehat CX = I.
var (CY) =E(CY - B)(CY —B)" =
—E(CY —B+B-B)(CY -B+B-8) =
=E(CY - B)(CY - B) +E(CY - B)(B-B) +E(B-B)(CY - B)’
+E(B-B)(B-PB) =EB-B)(B-B) = var(B),
hiszen

E(CY — B)(CY — B)T pozitiv szemidefinit, és

E(CY -B)(B-B)" =0
(ezt utobbit alabb megmutatjuk). Igy var (CY) > var (B), azaz B a legjobb (a
legkisebb szorast).

Figyeljiik meg, hogy
CY —B=CXpB+Ce— (X" X)'X"XB- (X'X)'X"e
I
=[C—(X"X)'X e
és B —B=(X"X)"'X"e, ahonnan
E(CY—B)(B-B8)"=IC — (X" X)X | E(eeT) X(XTX) ™! =

N——
o021
=0’ [CX(XTX)"'— (XTX)'XTX(XTX)""]=0. O
\I,./ N ~ ,
I

1.4. Matrixok altalanositott inverze

1.1. definicié. Az A n X n-es matrix altalanositott inverze az az A~ n X n-es

méatrix, melyre
AAA=A|. O

1.3. megjegyzés. Ha A invertalhato, akkor A~ egyértelmtien létezik, és A= = AL
Ugyanis ekkor AA™1A = A, azaz A~ kielégiti A~ definiciojat. Masrészt az AA~A =

A egyenletet jobbrol és balrél is megszorozva A~ 1-gyel, A~ = A~'l-et kapjuk. O
1.3. allitas. Ha A szimmetrikus, akkor létezik altalanositott inverze.
BizONYITAS. Legyenek \{,..., \; az A nem zérus sajatértékei, uy, ..., u, pedig az A
sajatvektorainak ortonormalt rendszere. Legyen U az wq,...,u,-et tartalmazo orto-
gonalis matrix,
At A1
A = )\71 A = A
k 0 ) k 0

0 0
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n x n-es diagonalis matrixok. Ekkor A~ = UA~U teljesiti a feltételeket:
AATA = (UNUDYUAN U UAUT) =UAUT = A. O

1.4. megjegyzés. Erre a specidlis A=-rta A“AA™ = A~ és (A7) = A~ is teljesiil.
O

1.4. allitds. X (X" X)~ X" ortogonalis projekci6 az X oszlopvektorai ltal generdlt F
altérre.

BizoNYITAS. Ha w L F, akkor X "w =0, igy X(XTX)"XTw = 0.

Ahhoz, hogy X (X T X)~XT az F-beli vetorokat Gnmagukba viszi, elég belatni, hogy
X(XTX)"X"X = X. Ez viszont igaz, mert tetsz6leges v vektor v = v, + X v, alakba
irhato, ahol v, LF'. Ezért

vV X(XTX) XX =0/ X(XTX) X' X+, XTX(XTX)XTX =
=0+v,(X'X)=0v"X. O

1.5. A Gauss-Markov-tétel adltalanos alakja

1.5. megjegyzés. 8 = (X' X)~X 'Y mindig. Hiszen ekkor az X8 = PpY egyenlet
teljesiil. Ugyanis X (X "X)" X" éppen a Pr vetitéssel egyenld. O

1.6. megjegyzés. Ha X oszlopvektorai linearisan fiiggGek, akkor azt mondjuk, hogy
a magyarazo6 valtozok kozott kollinearités all fenn. Ekkor — azaz ha rang X < p —
a B vektornak csupan bizonyos koordinatéit, illetve azok linearis fliggvényeit tudjuk
becsiilni, a teljes B-t nem. O

1.2. definicié. A B3 paraméter c¢' 3 lineéris fiiggvényét (linedrisan és torzitatlanul)
becsiilhetének nevezziik, ha van Y-nak olyan b' Y linearis fiiggvénye, melyre

Eb'Y =¢c'B VB eR.
(Ttt ¢ € RP, b € R™.) Tlyenkor roviden azt is mondjuk, hogy ¢' becsiilhetd. O

Amikor rang X = p, akkor a teljes 3 vektor becsiilhetd.

Az el6z6ekben az, hogy B a legjobb linearis torzitatlan becslés, azt jelentette, hogy
B szorasmatrixa a legkisebb a linearis torzitatlan becslések szorasmatrixai kozott. (A
rendezést a,,D; > Dy <= D;— D, pozitiv szemidefinit” alapjan éretelmezziik.) Tehét
c' 3 szorésa a legkisebb a ¢' 3 linearis torzitatlan becslései szorasai kézott (¢ € RP).
Ez a tény a Gauss-Markov-tétel altalanosabb véltozatdnak is a lényege.

1.2. tétel. (Gauss-Markov.) 1. ¢'f becsiilhet6 <= c = X b valamely b € R"-
re.

2. A c¢'f minden linedris torzitatlan b'Y becslésére Ppb = b*, ahol b* (a b-t6]
nem fiiggd) allandé vektor. Itt Pr = X (X 'X)~ X" az X oszlopai alterére val6 vetités.

3. b"'Y adja a legkisebb szérasii linearis torzitatlan becslést.
4. Y =c'B.
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BIZONYITAS. 1. Legyen ¢' B becsiilhets. Ekkor ¢ 3 = E(b'Y) valamely b-re. Azaz
¢c'B=b"XB VB. Tehat ¢ =b' X.
Megforditva, ¢'3 = b' X3 becsiilhets b' Y -nal.

2. Legyen b'Y a c¢'f linearis torzitatlan becslése. Ekkor tekintsiik a
b= (b— Prb)+ Prb
ortogonélis felbontast. Ezt Y -nal jobbrol szorozva és varhato értéket véve:
Eb'Y = (b— Ppb)' X3+ E(Ppb)'Y.
Mivel b — Prb és X3 egyméasra merdleges és Eb'Y = ¢' 3, igy
¢c'B=Eb""Y
adodik, ahol b* = Ppb.
Legyen most blTY a ¢' B egy masik lineéris torzitatlan becslése. Ekkor
0=c'B—c'B=Eb""Y —Eb/Y = (b"" —b])XB Vg

Azaz b" — by merdleges X oszlopaira. Tehat by = b* + (b; — b*) a merdleges felbontéas,
azaz b* a bj-nek is vetiilete.

3. Az el6z6ekben kaptuk, hogy Eb*'Y = ¢'3, azaz b*'Y linearis torzitatlan
becslés. Az ortogonalitas alapjan:

D’b'Y =0’b'b=0" [b""b" + (b—b") (b—b")] > o*b" b =D*(b"'Y).
Tehat b*TY szorasa a legkisebb.

4. Mivel X B = PrY,igy Y — X B merGleges X oszlopai alterére. Viszont b*
benne van ebben az altérben. Tehat b*' (Y — X3) = 0. Azaz

b*TY _ b*TXB — CTB;

mert c = X 'b és X b= XTb", 1évén b* a b vetiilete X oszlopai alterére. O
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2. A linearis modell normalis eloszlas esetén

2.1. Maximum-likelihood becslés

2.1. tétel. Hae ~ N, (0,021), akkor 3 maximum-likelihood becslése B, 02 maximum-
likelihood becslése pedig +||Y — X 3|2

BIZONYITAS. Mivel Y ~ N, (X8, 0%1), igy Y stirtiségfiiggvénye:

F(y) = @m) ™o)™ exp {_inzﬂy - Xﬂ||2} .

Ennek B szerinti maximuma az exponensben 1év6 kifejezés, nevezetesen ||[Y — X 3|
minimuma helyén van, azaz g—ban.

A 02 szerinti minimumahoz
dlog f nl 1 1

902 20° 207

Innen 52 = 1Y — X% O

0= Iy — xBJ2

2.1. megjegyzés. 0> = %HY—XBH2 a becsiilt B esetén a maradék négyzetdsszeg,

(RSS=Residual Sum of Squares) azaz ||Y — XEH2 n-ed része. O

2.1. lemma. Legyen V egy s-dimenziés altérre valé merdleges vetités matrixa, n ~
N,.(m,I). Ekkor Vn és (I — V)n fiiggetlenek és normalis eloszlasiiak. Tovabba

[V(n—m)|* ~ X%

I : V Vv :
B1zoNYITAS. Nyilvan ((1_7‘7/)7) = (I—V) 1, azaz normadlis eloszlast vektor

linearis transzforméltja, tehat normélis eloszlasi. Mésrészt
cov(Vn,(I =V)n)=VII-V)=0,
azaz korrelalatlanok, tehat fiiggetlenek.
Legyen ey, ..., e, az s-dimenzios alteriink ortonormélt bazisa. Ezt egészitsiik ki
ortonormalt bazissa: ey, ..., e,. Ezen vektorokat foglaljuk az U ortogonélis matrixba.

Ekkor V = UAUT, ahol A olyan diagonAlis matrix, melynek els§ s f64tlos eleme 1, a
t6bbi 0.

IV(n—m)|? = |UAUT (n —m)||” = [[UAE||* = £"AUTUAE,
ahol € ~ N,,(0,1). De UTU =1 és AA = A, tehat
V(n—m)|* =&+ +& ~x2. O
2.2. tétel. Legyen Y ~ N, (X3,0%I), r = rang X. Ekkor

=Y = XBI* ~ x;_,.,
Ly —xB?

n—r

a o? paraméter torzitatlan becslése.
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BizoNYITAS. Emlékeztetiink, hogy F' az X oszlopvektorai altal kifeszitett altér, Pg
pedig az F'-re merGleges vetités.

Y —XB =Y —PrY = (I —Pr)Y. Mivel I — Pp az F ortogonalis komplementerére
valé merdleges vetités, igy B(Y — X8) = (I — Pp)EY = (I — Pp)X3 = 0. Tehat
Y — X3 ~ N, (0,0%(I — Pp)).

Tudjuk, hogy (I—Pp)(Y —EY )= (I—-Pp)Y = Y —XB. Az 2.1. lemma miatt ezek
koziil a legelss hossznégyzetének 1/0-szerese x2_ eloszlasu, igy O%HY—XBHZ ~ X2 .
Mivel Ex2_ =n —r, ezért EillY;i(rﬁllz = o2 O
2.2. megjegyzés. ¥ — XB és XB fiiggetlenek.

Ugyanis Y — X8 = (I — Pp)Y és X3 = PrY. O

2.2. Hipotézisvizsgalat a linearis modellben

Legyen Y = X3 + ¢, ahol € ~ N,,(0,0%I). A nullhipotézis:
HO . Bﬂ = O,
ahol a B méatrix ismert és sorai becsiilhetGek.

2.3. megjegyzés. Legyen az X oszlopai altal generalt altér F. Legyenek B sorai
becsiilhetGek. Ekkor létezik olyan Fy altere F-nek, hogy BB =0 <— X3 € Fy.
Ennek bizonyitdsara megjegyezziik, hogy B sorai becsiilhet6ek <— B = B*X
valamely B* métrixra. Ezért B8 = 0 < B*Xp3 =0 <= X3 a B* mitrix
nullterében van, azaz X3 € Iy, ahol Iy a B*|, nulltere. O

2.3. tétel. Legyen

2 . 2 2 : 2
Sp = min [|Y - X8|, 5 =min|Y — XS]
a hiba négyzetosszeg feltételes, illetve feltétel nélkiili minimuma. Legyen rang X = r,
rang (F' — Fy) = q. (Itt F — Fy az Fy altérnek az F altérre vett ortogonalis komple-
menterét jeldli.)

Ekkor

5123_562 Se

q n—r Fan—s

akkor és csak akkor, ha H igaz.
B1zoNYITAS. Tekintsiik az
Y - PrY =(Y — PrY)+ (PrY — PrY)
felbontast. Mivel Fy C F, igy PrY — PrY benne van F-ben. Y — PpY viszont
merdleges F-re. Tehat a fenti felbontas ortogonélis felbontés. Ezért
IY — PRY|* = |Y — PrY|* + || PrY — PR Y "
Masrészt

%= mi — 2 = i _ 2 _ _ 2
Sp = gmin Y - XB|* = min Y - XB|* =Y - PrY]|
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és
S2=min||[Y = XB|* = |¥ = PrY > = |[(Z - Pr)Y]"
lgy
Sy — 82 =||PrY — PRY||* = ||(Pr — Pr)Y|*.

Tehat az S% — S?-ben szerepld linearis kifejezés (Pr — Pr,)Y, az S?-ben szerepls pedig
(I —Pp)Y . Ezek egyiittesen normalis eloszlasiak. Korrelalatlanok, mert (I — Pp)(Pp—
Pr,) = 0. Ezért fiiggetlenek.

E(I-Pr)Y =(I—Ppr)XB=0
mindig teljesiil. Viszont
E(Pr — Pr)Y = PrXB — PR, XB=XB - PrRL,XB=0 < BB =0,

mivel ez utobbi X3 € Fj-lal ekvivalens.

Tehat %552 ~ x2_, (ahol r az X rangja), hiszen I — Pp (n — r)-dimenziés altérbe
vetit.

Ha Hy : BB = 0 teljesiil, akkor % (S3 — S2) ~ x2, hiszen Pp — Pg, ¢-dimenzi6s
altérbe vetit. O]

2.3. Az egyszeres osztalyozas mint specialis linearis modell

A linearis modell alapjan elvégezziik az egyszeres osztalyozas elemzését.

2.1. példa. Legyen Y;; = a; +¢;5, j=1,...,n;, i = 1,...,p, ahol £;; ~ N(0,0?) és a
gi; valtozok fiiggetlenek. Ekkor

Y =Xa-+-e
a modell, ahol
}/1”1 1 0 ... 0 €1n, ay
v | 2l x| Y e ] a |
}/énQ 01 ... 0 Eongy @
Yon, 0 1 Epny

Itt Y és € n-dimenzios vektorok, X pedig n x p méretd matrix, ahol n = ny +-- - +n,,.
A

H:ay=ay= -=a,

nullhipotézis akkor és csak akkor teljesiil, ha Ba = 0, ahol

1 0 —1
B = .. :
0o 1 =1
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(p — 1) x p tipust matrix. B sorai becsiilhetGek, hiszen B = B*X, ahol

1 0 .. .0 -1
-0 ... 0 10 ..0 -1

p ng
S2=min Y — Xa|’> =min Y > "(V;; — ;).
a a
i=1 j=1

Ennek minimumbhelye (derivaléssal meghatarozva) @; = Y;., azaz az i-edik szinten vett
atlag. Igy S? = Z Z( Y;.)%. Ez éppen a (Q; hiba négyzetosszeg. Ennek szabadséagi

foka a 2.2. tétel alapJan n — p, mivel X rangja p.
Sp=min > > (V- a)”
i
Multiplikatorokkal dolgozunk. Aq,..., )\, a multiplikdtorok. A Lagrange-fiiggvény:
p—1
ZZ(Yij—ai)erZ)\i(ai—ap) és a;,=ay, i=1,...,p—1
i i=1

a; szerint derivalva a fenti fiiggvényt:

—2) (Vi —a)+X=0, i=1..p—1
J

és
—2 Z pi A = 0.
Ezeket dsszeadva: N ) -
Z Z i — i) + z’:(ym
=1 j=1 e

Felhaszndlva az a; = a, (i = 1,...,p—1) feltételt: a, = 23> > V;; =Y., azaz minden
(]
a; becslése most az Y. teljes atlag. Tehat

SH=3 Y0, -V =0

teljes négyzetosszeg.

:<|

Zzi:zj:(yz‘j ZZ
=Q - Q= FZZE.—

Azaz S% — S? = Q1, a szintek kozotti eltérést mérs négyzetdsszeg.
B*|, nulltere az azonos koordinataju vektorokbol all, ami egydimenzidés. F' az X
oszlopai altal generalt altér. Ezért F' p-dimenzios. Igy rang (F — Fy) = p — 1.
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Tehét az egyszeres osztalyozas elemezhets a linearis modell segitségével. A 2.3.
tétel alapjan ad6dd F-proba ugyanaz lesz, mint a korabban a Fischer-Cochran-tétel
alapjan kapott F-proba. O]






I11. fejezet
A maximum-likelihood médszer

45
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1. A Rao-Cramér-féle egyenlGtlenség

1.1. A likelihood- és a loglikelihood-fiiggvény. A regularitasi
feltételek

Felsoroljuk azokat a regularitési feltételeket, amelyek esetén a Rao-Cramér-egyen-
16tlenséget bizonyitani fogjuk.

Legyen a © paramétertér nyilt halmaz R*-ban. Legyen 9 = (¢1,...,9;)" € ©.
Legyen X minta (4ltalanos értelemben).
Legyen f(z,1) a minta stirtiségfiiggvénye (altalanos értelemben, azaz egy v dominald
mértékre nézve).

Tegyiik fel, hogy az f(x,®) fiiggvény ¥ szerint kétszer differencialhato, és az

/ o, 9)dv(z) = 1

kifejezésben a 19 szerinti els6 és masodik derivalas és az integralas sorrendje félcserél-
hetd.

Ekkor
Of(z,9) _ -
(1.1) / 29, dv(z) =0, i=1,...,k,
és
0* f(z,9) .
(12) Wdl/(l’)—o, 1, —1,...,]{5.
Tegyiik fel, hogy
dlog (X, 9)) -
(1.3) E( 9. < 00, i=1,...,k
Ekkor
dlog f(X,8) Olog f(X, D)
1.4 I;; =E
(1.4 (9) =& | BT Do I
véges minden 7,7 = 1,..., k esetén.

1.1. definicié. Az
k

1(9) = (Ii'w)>i,j1

métrixot Fisher-féle informaci6és matrixnak nevezziik.
Az f(z,9) fiiggvényt likelihood-fiiggvénynek hivjuk, az In f(x,9) fiiggvényt
pedig loglikelihood-fiiggvénynek. A

dlog f(X,9)  [dlog f(X,0) dlog f(X,9)\ "
09 _< o9, 7 OV )

valoszintiségi vektorvaltozo az in. score vektor. O

(1.5)
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A fenti feltételek esetén a score vektor varhato értéke 0. Ugyanis

9)
(1.6) % /f xl 9) af(aﬂ )f(:L‘,’ﬂ)dl/(fL‘) =0

az (1.1) feltétel miatt. (Ne tévessziik szem elol, hogy a varhato érték E jele utan az X
véletlen mennyiség szerepel az aktuélis fiiggvényben, amikor viszont az [ integralra
tériink, akkor pedig az x valtozo szerepel ugyanabban a fliggvényben. Természetesen
az utobbi esetben az f stirtiségfiiggvénnyel szoroznunk kell, miel6tt a v mérték szerint
integralnank.)

1.1. megjegyzés. Az el6z6bdl azonnal adodik, hogy az I() Fisher-féle informéacios
matrix éppen a score vektor szorastrixa:
dlog f(X, 0))

(1.7) I(9) = var ( 59

Masrészt a Fisher-féle informéacios matrix a score vektor segitségével elGéll az

B 9?log f(X,19)
(1.8) I;;(¥9) = —E {W}
szerint is. Valoban, (1.2) felhasznalasaval
E82logf(X,19)_E6 1 of _elt o*f _f B
o;09; fro9;) | fov00; f2 ;00|
O*f(x,9) Lof 10f
E— =0—1;;(9). U

00,00, dv(w) - Fou; fou,; (%)

Folytatjuk a Rao-Cramér-egyenlétlenség feltételeinek felsorolésat.

Feltessziik, hogy (1) invertalhato.
Legyen g : © — R" differencialhato fiiggvény.
Legyen a T' r-dimenzios statisztika a g(1) torzitatlan becslése:

(1.9) /T (2, 9)dv(z) = g(9).

Tegyiik fel, hogy ebben az egyenletben a 1 szerinti differencidlés és az integralas sor-
rendje felcserélhetd:

(1.10) / T(x)%ﬁ’imdzj(x) _ 9909

09;

~—

i=1,... k.

1.2. A Rao-Cramér-féle egyenltlenség

A Rao-Cramér-féle egyenlétlenség azt allitja, hogy — a regularitasi feltételek esetén
— a torzitatlan becslés szorasa nem lehet akarmilyen kicsi. Egy (abszolat) also hatar
adhato a Fisher-féle informécio segitségével.

1.1. tétel (Rao-Cramér-egyenlGtlenség). A fenti regularitési feltételek esetén

(1.11) var (T) > GI Y9G |,
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ahol G = <89(19)).

09

BizoNYITAS. Tekintsiik a

(1.12) (Tl(X),...,Tr(X), Olog f(X, D) W)

0 Y 0V,

(r + k) dimenzios statisztika transzponaltjat. Ennek szorasmatrixa az el6zGek szerint

(1.13) (c‘:/T 1((59)) ,

ahol T szorasmaétrixa V, G = (89(0)) pedig r x k tipusa matrix. Mivel az (1.13)

9
szorasmatrix, igy determinansa nem negativ.

Bzért
0 < det (gj _f_ll_(i;;?)) det (C‘J/T I(Cj‘})) B

e (VGG 0
N rvwaer  E

ahol E és 0 alkalmas méretii egység-, illetve nullmétrixot jelol.

Ez a gondolatmenet igaz akkor is, ha csupan a T vektor néhidny koordindtijat
tekintjiik. Ezért a (V — GI7}(9)G") matrix minden, a f64tléra szimmetrikusan elhe-
lyezkedd részmatrixdnak nem negativ a determinénsa. Tehat (V —GI~1(9)G") pozitiv
szemidefinit. Ezzel belattuk a tételt. 0J

) =det(V — GI ' (9)GT),

1.1. feladat. Legyen &, ..., &, minta N (u,0%)-b6l. A paraméter kétdimenzios: 9 =
(u,0%)T. Lassuk be az alabbiakat.

(a) A Fisher-féle informécios matrix:

(1.14) 1(9) = (% ;) I(9) = (og ;)

(b) € és s*2 torzitatlan becslés (1, 02)-re. A becslés szorasmatrixa:
— 2
§ o0
(1.15) D? ( I I L
Sn 0 23
(c) Bar a Rao-Cramér-féle alsé hatar nem éretik el, s> mégis a legkisebb szorast

torzitatlan becslés o2-re.

MEGOLDAS. (c) Legyen t torzitatlan becslés o?-re: Et = 0% Legyen u = t — 52
ahonnan t = u — s*2.

Viszont t és si2 varhato értéke o
siirtiségfiiggvénye alapjan:

(1.16) 0=FEu= /u(a:) - f(x)dx = /u(m)

2 igy u varhato értéke 0. De a minta egyiittes

1 _X@i-w?
——=e 2 dx,
(0227)>2
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ahol © = (x1...,2,)". p szerint derivalva kétszer (kozben (1.16)-ot még egyszer
hasznalva):
2 1 \" _Ze@-w?
1.17 ( xT; — )um( ) e 202 dx=0.
(117 [ (Sw—w) ule) (=
(n(z — p))?

o? szerint derivalva (1.16)-ot (kozben (1.16)-ot még egyszer hasznélva):

1 it
(1.18) /Z (2 )n/2e_2(2a2 "
T

Viszont a Steiner-formula szerint (n — 1)s:2 = > (z; — u)? — n(T — p)?, igy az el6z6 két
egyenlet miatt u és s*? korrelalatlan. Ezért

D(t) = D*(w) + D*(s) > DA(s7). O
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2. A maximum-likelihood becslés

2.1. A maximum-likelihood becslés definicidja

2.1. definici6. Legyen X minta (4ltalanos értelemben), x a minta realizacio, © a
paramétertér. Legyen v mérték a mintatéren, tegyiik fel, hogy a minta eloszlasa ab-
szolut folytonos v-re nézve, jeldlje £(z,1) a sitirtiségfiiggvényt.

{(x,9)-t — mint ¥ € O fiiggvényét tekintve — likelihood-fiiggvénynek nevezziikk. [

2.2. definicié. A ¥ paraméter maximum-likelihood becslésének azt a 9 = 9(z)
statisztikat nevezziik, melyre

(2.1) E(az,QA?) = sup {(z, ). O
9O

2.1. megjegyzés. Ha létezik T'(x) elégséges statisztika, akkor a maximum-likelihood
becslés ennek fiiggvénye. Valoban, a Neyman-Fisher-féle faktorizacios tétel szerint

Uz, 9) = h(x)g(T (x),9),

igy a maximum hely csak T'(x)-t6l fiigg.
A fenti allitas megforditasa nem igaz, a maximum-likelihood becslés nem mindig
elégséges statisztika. O

2.3. definicid. A likelihood-fiiggvény logaritmusat loglikelihood-fiiggvénynek nevez-
ziik:

(2.2) L(z,9) =log{(z,). O

Ha © C R” nyilt halmaz és £(x,9) ¥ szerint differencidlhato, akkor L(x,)) maxi-
mum helyén a 1 szerinti parcidlis derivaltak eltiinnek.

2.4. definicio. A

OL(x,V) .
2. — = =1,...,k
( 3) 6192 07 ? 7 Y )
egyenleteket likelihood-egyenleteknek nevezziik. OJ

2.2. megjegyzés. Ha x fiiggetlen valosziniiségi valtozokbol all6 vektor, akkor a logli-
kelihood-fiiggvény:

(24) Ly = L(z,9) = ) log fi(x;,9),
i=1
ahol f;(z;,9) az @ vektor i-edik koordinatajanak a stirtségfiiggvénye. O

2.2. A maximum-likelihood moédszer korlatai

2.3. megjegyzés. Lehetséges, hogy a likelihood-fiiggvény nem korlatos feliilrél, azaz
nem létezik maximum-likelihood becslés. 0J
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2.4. megjegyzés. Lehetséges, hogy a likelihood-egyenleteknek van olyan gyoke, mely
nem konzisztens becslése a paraméternek. Ezt az alabbi példa mutatja. O]

2.1. példa. Legyen Xi,..., X, minta N (9, c*9?) eloszlasbol, ahol ¢ # 0 ismert, ¥
ismeretlen paraméter (9 # 0). Ekkor a loglikelihood fiiggvény:

L,(Y) =nlog —— — —
®) & Van(ev) z; 2c2092
OL, (V) —1 RN —2 26,03
2 =i +@;[2(;pi—v)ﬁ + (2 — 0)%2079].
oL.(9) _
oy
alapjan
nc2? + 9 Zil T; — Zil IL‘ZQ =0.
Innen

3 — i Xi £ \/( i1 Xi)2 +dnc? YL X7
12 =

2nc?

a megoldas.
Ezen statisztikak hatarértékét n — oo estén a nagy szamok torvénye alapjan
hatarozzuk meg:

nox n oy
Zz:l _)0 . Zz:l 1 —>Q92(02+1).
n

es
n

igy1§1—>19és§2—>—19(1+c%).

Tehat 19, a likelihood-egyenletnek konzinsztens gyoke, 1, pedig nem konzisztens

gyoke. O
2.5. megjegyzés. Lehetséges, hogy a maximum-likelihood becslés nem konzisztens.
Erre utal az alabbi példa. O
. Y Xn\ g e o
2.2. példa. Legyenek v ] ly fiiggetlen, kétdimenzios véletlen vektorok,
1 n

()-(E) () o

Ekkor a likelihood-fiiggvény:

- 1 _(mi—py) 1 _ (Wi—ny)
H e 202 (& 202 .
1V 2ro V2ro
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A loglikelihood-fiiggvény:

n

1

L = —2nlog(V2r0) — 357 ; [ — ) + (g — p)?] -
0L 1
o ; [(ffz ,ui) + (y Mz)] )
ahonnan [i; = X;LY
OL L1
252 = _n(az) '+ (02) 25 Z [(ffz Nz)Q + (yi — 1) ]

Innen

A2_L a2 A_A,z_ln X, - Y\’

o2

Itt E (%)2 = 22, ahonnan a nagy szamok torvénye értelmében o — % (n — o0),

azaz a becslés nem konzisztens.

Megjegyezziik, hogy a példiaban a paraméterek szama végtelenhez tart, ha n — oo.
OJ

2.6. megjegyzés. Lehetséges, hogy a likelihood-egyenlet gyokei nem a likelihood-
fliggvény maximumbhelyét szolgaltatjak. O

2.3. Egy konzisztencia tétel

Az aldbbiakban feltessziik, hogy a mintaelemek fliggetlenek és azonos eloszlasuak.
Tegyiik fel, hogy kiilonb6z6 paraméter értékekhez kiilonbo6z6 eloszlasok tartoznak.
Jelolje Py, illetve Ey a 9 paraméternek megfelels eloszlast, illetve varhato értéket.
Jelolje f(x,v) egy mintaelem siirtiségfiiggvényét. Jelolje v* a paraméter valodi értékeét.
2.1. tétel. Legyen © C R és legyen f(x,v) derivalhato O szerint egy olyan intervallu-
mon, mely ¥*-ot tartalmazza. Ekkor a likelihood-egyenletnek létezik olyan gyéke, mely
n — oo esetén ¥*-hoz tart (Pyg« szerint) 1 valosziniiséggel.

B1zONYITAS. Tegyiik fel, hogy log f(z,v) derivalhato a (9* — 0, 9* + §) intervallumon.

[smeretes, hogy logt <t — 1. Itt ¢t helyére f(( ﬂfé)—ot helyettesitve:
(SL’ v —4)
f(z,¥")log ———=dv(z) < 0,
/ faoy
(:c U 4 0)
f(x,9") log ———=dv(z) < 0.
/ Foy M

Azaz
Ey- log f(X, 9" — 0) < Ey« log f(X, V),

Eﬁ* log f(X, '19* + 5) < Eﬁ* lOg f(X, '19*)
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Mivel L,, fiiggetlen, azonos eloszlasi valoszintiségi valtozok Gsszege, azaz
Ln(X17 s aXna 19) - Zlog f(Xlaﬁ)a
i=1

igy a nagy szamok torvénye alkalmazhato. Tehat

1 1
Hm =L (X1, ..., Xp, 0" +6) < lim =L, (X1, ..., X, 0%),

n—oo N, n—oo N,

1 1
Hm =Ly (X1, ..., Xp, 0" —6) < lim —Ln(X1, ..., X, 0%)

n—oo N, n—oo M,
Py« szerint 1 valoszintiséggel.
Ezért elég nagy n-re L, értéke a (U* — 0,9* 4 0) intervallum végpontjaiban kisebb,
mint ¢¥*-ban. Igy L,-nek van a (9* — §,9* + §)-ban lokilis maximuma. Mivel § > 0
tetszéleges, igy van 1 valészintiséggel konvergens gyok. O

2.4. A maximum-likelihood becslés aszimptotikiaja heurisztikus
magyarazattal

Legyen ¥ € © C R* a paraméter, 9 pedig ennek a valodi értéke. Az Xi,..., X,
fiiggetlen, azonos eloszlasii mintaelemek esetén a loglikelihood fiiggvény is fiiggetlen,
azonos eloszlasi tagok Osszege:

i=1
ahol f a kozos stritsegfiiggveny. Igy a score vektor:
OLa(8) = Dlog f(X, 9)
(2.6) o9 Z oV '

i=1

Itt az 6sszeadandok fiiggetlen, azonos eloszlasi, 0 varhato értéki és (1) szorasmatrixa
valtozok. (Itt I(9) egyetlen megfigyelés esetén a Fisher-féle informacios matrix.) A
kozponti hatareloszlas tétel miatt n — oo esetén

1 OL,(9)
NE

Masrészt a loglikelihood-fiiggvény mésodik derivaltjabol allo matrix:

O?Ln(9) z": 9% log f(X;,0)
0909 0909 '

(2.7)

— b, ahol b~ N;(0,1(9)).

(2.8)

Ez fiiggetlen, —I (1) varhato értéki tagokbol all, igy a nagy szamok torvénye miatt:

1 9L,(9)

(2:9) n  09¥0Y

— —I(9)

majdnem biztosan.
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Fejtsiik Taylor-sorba a loglikelihood-fliggvényt a 9" igazi paraméter koriil:

- o, L OL,(9)" "
L, (9) ~ Ly(9%) + NG g V(0 — )+
(2.10) - %\/ﬁ(ﬁ —9*)" [% %] Vn(® —9%).

A maradék tagot elhagytuk, az n és a /n szorzokat utolag irtuk be. Az el6z6ek alapjan
a kozponti hatareloszlas tétel és a nagy szamok torvénye alkalmazhato. Ezért (2.10)
aszimptotikusan

1

(2.11) L,(®)~c+by— 5yTI(qsv*)y,
ahol y = /n(¥ — 9"), b ~ N(0,I(9%)), ¢ = L,(9).

A (2.11) kifejezés mas alakban:

1 ]. 1 1 T 1 1

La(®) ~ e+ 5bTT7 1 (97)b — 5 (15(0*)?; - f—a(ﬁ*)b) (15(19*)11 - I‘E(ﬁ*)b> .
Ezen kifejezés maximuma az y = I~1(9")b pontban van, a maximum értéke pedig
c+ b I71(9%)b.

Tehat a 1A9n maximum-likelihood becslésre

(2.12) (0, —9%) ~ T )NL(0, I(9)) = Ny(0, I71(9)),
azaz 1A9n aszimptotikusan normalis eloszlasi. Innen
(2.13) 9, — 9" ~ N (0, (nI(9))7Y).

Ebbdl latszik, hogy 1A9n szorasa 0-hoz tart, varhato értéke viszont 19*-hoz, tehat kon-
zisztens becslés. Masrészt 1,, aszimptotikusan legkisebb szérasi, hisz a Rao-
Cramér-egyenlGtlenség miatt a (torzitatlan) becslések szordsanak also hatara (n(9*))!.
(Itt kihasznaltuk, hogy n db fiiggetlen, azonos eloszlasi megfigyeléshez tartozo Fisher-
informaci6 az 1 db megfigyeléshez tartozonak n-szerese.)

A loglikelihood-fiiggvény aszimptotikaja:

1 T 1
(2.14) max 2 [L,(9) — Lu(9")] ~ b7 171 (9")b = [1—5(19*)17} [1—5(19*)17} .
Mivel 172 (9%)b ~ N (0, E), tehét a fenti kifejezés hatareloszlasa x2. Ezen fog alapulni
a likelihood-hanyados préba hatéreloszlésa.

2.7. megjegyzés. A likelihood egyenletbdl is adodik Taylor-sorfejtéssel az aszimp-
totika:

1 0L,(8,) 1 OL,(9) 1 PL(Y) s o,
21) 0= X a9 T u avae V)
—_— T/

) |
Nu(0,I(9%)  —1(¥)
Tehdt n — oo esetén /n(9, — 9*) ~ N;y(0, I71(9%)). O
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2.5. A maximum-likelihood becslés aszimptotikaja

Bebizonyitjuk, hogy fiiggetlen, X-szel azonos eloszlast, Xy, ..., X, mintaelemek
esetén a likelihood-egyenletnek van olyan 19, gytke, mely erGsen konzisztens, aszimp-
totikusan normalis eloszlast és aszimptotikusan legkisebb szorastu. Legyen f(x,9) az
X stirtiségfiiggvénye (4ltalanos értelemben, tehat pl. f jelolhet diszkrét eloszlést is).

2.2. tétel. Tegyiik fel, hogy
I. ©CRkK

II. A" valodi paraméter egy w kornyezetében léteznek az f(x,19) siriiségliiggvénynek
¥ szerinti harmadik parcialis derivaltjai;

2
I1I. Eﬁ<%logf()(,19)> <oo, j=1,...,k;

J

IV. Eﬁilogf(X,ﬂ) =0, j=1,...,k;
29,

V. az 1(9) = (1;(09))F,_, Fisher-féle informéciés matrix pozitiv definit 9 € w esetén,
ahol

0
1(9) = B (57 Tou FX,0) 50 0w S(X.9) )

VI. léteznek olyan M;j, fiiggvények, hogy

33
] < M.

’aﬁlaﬁjaﬁé ng(x719>' — Z]Z('r)7
és myje = By M;j(X) <00, i,5,0=1,... k.

Ekkor a %Ln(ﬂ) = 0 likelihood-egyenletnek létezik olyan 9., gvoke, melyre n — oo
esetén:

(a) 9, — 9" 1 valésziniiséggel P+ szerint |;

(b) \/ﬁ(ﬁn — 9%) aszimptotikusan N, (0, 1(9°)™1) eloszlési|.

B1zZONYITAS. (a) Fejtsiik L,,(19)-t Taylor-sorba 9 koriil.

1 1 * _l T Q% i g\ T _aQ*
Lo(8) = ~Lo(9) = ~AT(0 = 9) + (9 = 9") ' B® — )+

b S S 0, — )0~ 07) D e KD Mie(X,) =
i J L s=1
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ahol
B 0 B OL,(9") 0L, (9")
A= 55D _( o9, o, )
o? L (9)\"
- Ln("-?)h):g* - J 3
01909 00,00 ii=1
|'72J€( )| <L
Mivel
"0
A = 8—1910gf(X2,'t9)|19 o
=1
és

2

~ 0
B - Zzl 879879 logf(Xiaﬂ)H):g*a

fgy a nagy szamok torvénye miatt A — 0 ¢és B — —I(9") 1 valoszindséggel

n
Py szerint. Hasonloan, = > M;;(X,) — myj, Py szerint 1 valoszintiséggel. Azon
=1

sS=

esemény, melyre mindhadrom konvergencia teljesiil, 1 valosziniiségli. Az alabbiak ezen

esemény egy elemi eseményére vonatkoznak. Jelolje ¢ az I(9") legkisebb sajatértékét.

Legyen €>0 és bz% Zzzzjmw. Elég nagy n-re |9 — 9%||=¢ esetén igaz, hogy
i

|51‘ < 83, Sy < —282, ‘53| < bed.
Igy a 9 kézépponti, € sugari gomb feliiletén
1 1

~Ly(8) = —La(8°) = Si+ Sy + Sy < < %:2 +bed <0,

ha e < (1+b)

Tehat ezen a gdmbon beliil van lokalis maximuma L, (d)-nak. Mivel ¢ tetszGleges
pozitiv szam, ez a lokalis maximum a likelihod-egyenlet 9¥*-hoz konvergalo gyoke.

Jelolje ezt a gyokot 1/_‘;”
(b) Fejtsiik Taylor-sorba 5 L o (9,)-et 9" koriil:

2 (9,) — _a Ln(9%) = % L, (9% (9, — 9%)+
oo, M T o0, T adaw; " n
(2.16) +1<?9 —0*)T783 Ln(9)(9, — %),
' gum 99999

ahol ¥ a 9" és a @n pontokat Osszekots szakasz eleme. Mivel @n maximum hely, igy
Q%Ln(ﬂn) = 0.
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Minden j-re:
1 02 1~ o ~ ~
- I #\ T i _ aQ* Tilj _ 29*) —
n 3oa0, 0+ 500 =) s e (9) |V (O = )
| |
—1(9%) 0

1 valosziniiséggel 1 valoszintiséggel

1 0
09,

()
/\/’k(O,I(ﬁ*))

eloszlasban

n(97) -

A fenti konvergencidk ugy értenddk, hogy az egyenletet minden j-re kiirva, a kapott
vektorok, ill. matrixok konvergdlnak n — oo esetén. Az els6 konvergencia a nagy
szamok torvénye miatt a1l fenn. A masodik a 9, —9* — 0 miatt, és mert %#;M_Ln (9)
majoralhato egy — a nagy szamok torvénye miatt — konvergens szorzattal. A harmadik
a centralis hatareloszlas tétel kdvetkezménye.

Tehéat a fenti egyenletrendszer bal oldalan a [ ]-ben —I(19") +o(1) &ll, ahol o(1) egy
1 valoszintiséggel 0-hoz tarté sorozatot jelol. Ennek inverze —I71(9) + o(1). Ezzel

szorozva mindkét oldalt, Szluckij lemmaéja alapjan adodik:
(0, —9%) = N (0, I71(8)). O

2.8. megjegyzés. Az el6z6 tétel feltételei mellett 9, lokélis maximum (1-hez tarto
valosziniiséggel). O

2.9. megjegyzés.

1 [o . 1.1 & P
2.18 N R 1(9%)v/n(9, — 9
(2.18) ) = | 5]~ 107)Vi@, ~ 9"

sztochasztikusan 0-hoz tart.

BIZONYITAS. (a) (2.16) alapjan
0

1 1 O? ~

L9y )T 9 —

7 90, )+ L gy, (9 VO =)
G e L B)a(d, — o)
= "5, \Wn 990990, " n= )
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Mivel ¥, — 9" — 0 sztochasztikusan, \/ﬁ(@n —19") eloszlasban konvergens, tehat szto-
%ﬁgaﬂjLn(ﬂ) sztochasztikusan korlatos, igy a jobb
oldal 0-hoz tart sztochasztikusan.
(b) (2.16) alapjan
1 0

Vi 99;

chasztikusan korlatos, tovabba

Lo(97) = L(8) 'v/n(d, — 9°) =

1 0 ~
= — | = =L, ()" + L;(9")" 9, —9")—
L R S A o W M
2n° " 090999, " " '
Itt [;(9*)" az I(9%) matrix j-edik sorvektora. Az el6zekhez még figyelembe kell venni,
hogy a nagy szamok torvénye miatt % %;%Ln(ﬂ*) — 1;(V"). O
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3. A likelihood-hanyados proba

3.1. A loglikelihood-fiiggvény aszimptotikaja

Ahhoz, hogy a likelihood-fiiggvényen alapulé probak statisztikainak hatareloszlasat
megkapjuk, sziikségiink van az L, fiiggvény aszimptotikajanak ismeretére. Legyen
Xi,..., X, (fliggetlen, azonos eloszlastu elemekbdl 4ll6) minta, L, (9) a megfelels log-

likelihood-fiiggvény, 19,, pedig a likelihood-egyenlet konzisztens gyoke.
3.1. tétel. A 2.2. tétel feltételeinek teljesiilése esetén, ha n — oo,

~ 1 ~ ~
(3.1) (A) [Ln(ﬂn) - Ln(z‘}*)] — 5@, = 0" T 1(B) (D, =) = 0
sztochasztikusan Py~ szerint;
(3.2) (B) 2|Lu(B) - L(9)| — ¥
eloszlasban Pg+ szerint.

B1zONYITAS. (A) Fejtsiik Taylor-sorba L, (9)-t a 9" koriil:

Lo(9,) — Ly (9%) = %an*)T(@n — 9 )+
B0 S L)@, ) £ 19, — Y GX),
ahol G(z) = % Miy(z) és |y| <L Ebbsl .
Lo (9,) _ Lo(9") = Vn(9, —9") 1(97)/n(d, — ")+
+ [% a%an*)T —Vn(®, - 19*)T1(q9*)} (9, — 9+
VD, )T H . g; L)+ 1(0*)] (B — )
VB, ) 1O)VAD, ~ )+

+ (118, = 91| [V ld. -0l Va9, - ol %iaw .

A 2.9. megjegyzés (b) része miatt a masodik tag sztochasztikusan 0-hoz tart. A
harmadik tag ugyanezen megjegyzés (a)—(b) része, valamint y/n (9, —9") sztochasztikus
korlatossaga miatt 0-hoz tart sztochasztikusan. Az 6todik tag is 0-hoz tart, mivel

ennek az elsd tényezGje 0-hoz tart 1 valoszintiséggel, mig a kovetkezd harom tényezGje
sztochasztikusan korlatos.

Az els6 és a negyedik tag Gsszege pedig éppen az (A)-ban szerepld mennyiség.
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(B) Mivel
V9, —9*) = Ni(0,1(9%)1),
igy (A)-bol kovetkezik (B). O
3.2. Egyszeri nullhipotézis vizsgalata
A
HQ (0= ’190
egyszerd nullhipotézis
Hy 9 # 9

alternativ hipotézissel szembeni tesztelésére a Neyman-Pearson-féle, az A. Waldtol és
a C. R. Raotol szarmazo6 statisztikikat ismertetjiik. Ezek mindegyike a maximum-
likelihood modszerrel kapcsolatos. Ezen altalanos statisztikak alapjan lehet specidlis
modellek esetén konkrét probakat konstruélni.

3.1. definici6. Legyen X, ..., X, (fiiggetlen, azonos eloszlasi elemekbdl 4ll6) minta,
¥ € © C RF a paraméter, £(X,..., X,,9) a megfelel§ likelihood-fiiggvény, L, (9) =
L,(Xy,...,X,,9) a loglikelihood-fiiggvény, I() a Fisher-féle informécios matrix, 4,
pedig a likelihood-egyenlet konzisztens gyoke. Vezessiik be az aldbbi statisztikakat.

0 Xy, ..., Xy, V)

U(X1, . X, O)

Neyman-Pearson: A, =

Wald: W, = vVn(0, — 90) T 1(9,)v/n(9, — D).
Rao: V, = % [%Ln(ﬂo)} [1(90)] " {%Ln(ﬂo)] : O

A Neyman-Pearson-féle statisztikat szoktak a
Xy, X, Y0)
Cosup (X, ..., X, 9)
9€O
képlettel is definidlni. Az aszimptotikus eloszlds megfogalmazasahoz azonban az el6z6
definicié alkalmasabb.
A Rao-féle tesztet szoktak score tesztnek is nevezni.
3.2. tétel. A 2.2. tételbeni feltételek esetén —2log A,,, W,, valamint V,, is aszimp-
totikusan 2 eloszlasi, ha Hy igaz.

BI1zZONYITAS. Az, hogy —2log A,, aszimptotikusan Y3 eloszlast, azonnal adodik a 3.1.
tétel (B) részébdl.

Tudjuk, hogy /n(9, — 9*) = Nu(0,1(9")"1). Mivel 9, — 9y a H, teljesiilése
esetén 1 valoszintiséggel, és [(1¥9) 9-ben folytonos, igy I(9,) — [(¥0) a Hy teljesiilése
esetén 1 valoszintiséggel. Tehat W, is aszimptotikusan x37 eloszlast.

Mivel o= 55 La(90) = Ni(0,1()), igy Vo = Xj- O
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1. Hoeffding-féle U-statisztikak

Ebben a részben a Hoeffding-féle U-statisztikidkra bizonyitunk hatareloszlas-tételt,
amibdl azutan levezetjiik a Wilcoxon-féle rangdsszeg statisztika aszimptotikus norma-
litasat.

1.1. Fuggetlen valtozokkal valé kozelités

Legyenek 7, 7Z,,...,Zy filiggetlen valoszintiségi valtozok, T pedig legyen olyan
valoszintiségi valtozo, melyre E(T?) < oo és E(T) = 0.
Keresenddk olyan ki, ko, ..., ky (Borel-)mérhetd fiiggvények, melyekre
E(T — S)? minimaélis,
ahol

N

(1.1) S = Zizl ki(Z

Figyeljiik meg, hogy a feladat és annak alabbi megoldasa analogiat mutat egy vektornak
egy ortogonalis vektorrendszer altal generalt altérre valod vetitésével.

1.1. tétel. A fenti feladat megoldasa

B1zONYITAS. Legyen

N
(1.2) T* = ZHE(T | Z,).
Elegendd belatni, hogy tetszéleges, (1.1)-ben megadott S-re
(1.3) E(T - S)*=E(T - T*)* +E(T" - 5)*.

Viszont az alabbi alapjén a ,kétszeres szorzat”= 0, amibél (1.3) mér kivetkezik.
B(T -~ T)(T* ~§)= Y E[(T~T)(E(T | Z) - k(2))] =
- ZNZI E[E{(T — TY(E(T | Z)) — ki(Z)) Z}] -
=" E[(B(T| 2) - K(Z))BAT - T" | 2}] =

Itt kihasznaltuk, hogy a Z; és a Z; (i # j) fiiggetlensége alapjan

E{T -T2} =R(T|Z)-B(T|Z)-> E{E(T | Z)| Z} =0. O
i#£]

1.2. A Hoeffding-féle U-statisztika

Legyen

az X valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye F),

az Y valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye G.
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Legyen
Xi,..., X, minta X-re,
Yi,....Y, minta Y -ra,
ahol feltessziik a két minta egyméstol valo fiiggetlenségét is.

1.1. definici6. A Hoeffding-féle U-statisztika

(1.4) U_mzzlzj1 X;,Y))

ahol ¢ adott kétviltozos mérhetd fiiggvény. 0

Az a célunk, hogy a Hoeffding-féle U-statisztika (alkalmas normalizaltjanak) aszimp-
totikus normalitasat belassuk. Ennek érdekében — a fenti 1.1. tétel segitségével —
fiiggetlen valoszintiségi valtozok Osszegével kozelitjiik meg U-t. A fliggetlen Gsszegre
mar alkalmazhatjuk a kozponti hatareloszlas-tételt. A pontos eljaras az alabbi.

Legyen E@?(X,Y) < oo és legyen

0 = EU = Ep(X,Y),

@Z)(l‘,y) - gO(ZL‘,y) — 0.
n(U — EU) ZHZ“ X, Y;)
S=3 alX)+Y ] b(Y)

alaku fiiggvényekkel, ahol az a; és b; mérhets fliggvényeket kell meghatarozni.

Keresendd

legjobb kozelitése

A feltételes varhato érték ismert tulajdonsiaga, hogy ha X és Y fiiggetlenek, akkor
E{f(X,Y)| X =z} = Ef(z,Y). Ezért

E {v(X; mxk—x}—{m( Vo it

Vezessiik be az alabbi jeloléseket:
’17/)10(1‘) = E@/)(l‘, Y)?
Yor(y) = EY(X, y).

A fenti megjegyzés és az 1.1. tétel alapjan mn(U — EU) keresett kozelitése:

ZE{;;w i Y)) }+ZE{;;¢ LY)) }:

(1.5) Zm/flo (Xk) + Zm¢01 (Ye).
k=1
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A kovetkez6 tételben hasznalni fogjuk az alabbi jeloléseket:

Ufo = DQ@blO(X) = E@b%o(X)a 031 = DQ@bOl(Y) = E¢31(Y)'
1.2. tétel. (A Hoeffding-féle U-statisztika aszimptotikus normalitdsa.) Tegyiik fel,
hogy m <n és

lim m/n = A,
n—oo
m—0o0

ahol \ lehet 0 is. Ekkor m,n — oo esetén
T =vm(U —0) = N(0,0}, + \og,).

(Amennyiben a hatéreloszlas szordsa 0, akkor elfajult, pontosabban a 0-ba koncentralt
a hatareloszlas.)

BizONYITAS. Belatjuk, hogy T'— T* — 0 L*-ben, és T* = N/(.,.), ahol T* a
tételbeni T-hez (1.2) alapjan tartozik. Ezekbdl — Szluckij ismert lemmaja alapjan —
méar kovetkezni fog az allitas.

Emlékeztetiink Szluckij lemmajara.
Ha X,, —Y,, — 0 sztochasztikusan, és Y,, = Y eloszlasban,
akkor X,, — Y eloszlasban.

Kezdjiikk T —T* — 0 L*-ben igazolasaval. (1.5)-bdl:

(1) NI ED MR IR Dol
(1.3)-bol S = 0 vételével:
(1.7) E(T —T*)* = ET? — ET* = D°T — D*T",

mivel ET' = ET* = 0. Kiszamitjuk D*(T)-t és D*(T*)-ot.
1
2 —
(1.8) DT = m—s— > e > ;o (0(X,Y)), (X1, Yy)) =

1 [Z” cov (¢(X, Yj), (X5, Y5)) +

£ 37 cov (9(X0, V), 9(X0, Y0) + 3 cov (9(Xe, Vi), 0(Xi, Vi) | =
% h
= [l ) mnn = 1)) mm = 1)) -
., 0 cov (p( X3, Y5), 0(X3, Yp)) + Acov (9(X5, Y5), o(X5, Y5)) =

) 2
= 019 + AoQy-
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Ugyanis egyrészt a fiiggetlenség miatt cov (o(X;,Y;), o(Xi, Ye)) =0, hai # k és j # L.
Masrészt j # { esetén

cov (0(X3,Y)), (X3, Y0)) = E(¢(X,,Y)) - (X5, Ye)) =

_E<E{w i Y;) werhn)‘Xi:xj}x—Xi)’

valamint

Innen 0%, = E¢?,(X;) mar adodik. Hasonloan o3, is.
Rétériink D?*T™*-ra. (1.6) alapjén, a fiiggetlenséget kihasznalva:

1 m 1 n m
2 § 2 E 2 2 2 2 2
DT*—m[ 2 ) 10-10+ 2 . 1001 :O-10+ 0-01—>0-10+)\0-01.
m 1= n J= n

Igy, (1.7) alapjan, T — T* — 0 L?-ben.
Térjiink ra T* — N( .) igazolasara. n,m — oo esetén

\/— Zwlo \/R i%l Yj)

U 1 U
N(0,0%,) A N(0,03,)

Y
N(0, 0%, + Aagy)
ha A\ # 0 és legalabb o,, o2, egyike pozitiv; illetve ha A = 0 és o3, pozitiv (el-
lenkezs esetben T* (hatar)eloszlasa a 0-ba koncentralodik). A fenti hatareloszlés

meghatarozasahoz a kozponti hatareloszlas tételt és a két 6sszeg egymastol valo fiigget-
lenségét hasznéaltuk ki (lasd a 3. és a 4. Feladatot). O

1.3. Feladatok

1. Az 1.1. tétel bizonyitasanak mely lépéseinél hasznéaltuk ki a feltételes varhato

érték alabbi tulajdonsagait?

a) E{¢|n} az n—nak (Borel-)mérhetd fiiggvénye.

b) E(E{¢ | n}) =

R Ay ST —

d) E{ai& + a2 | n} = aiE{& | n} + aE{& | n}, ahol ay és ay konstansok.
e) E{¢|n} =EE, ha & és n fiiggetlenek.

2. Ismeretes, hogy g(y) = E{¢ | n = y} jeloléssel: E{¢ | n} = g(n); vagy tomoreb-
ben: E{¢|n} = (E{|n=y}),_, - A fenti szakaszban mely helyeken hasznéltuk ezt
az Osszefiiggést?

3. Legyen &, és n, fiiggetlen minden n esetén. Tegyiik fel, hogy &, = £ és n, = n
eloszlasban. Igazoljuk (a karakterisztikus fiiggvények modszerével), hogy ekkor &, + 1,

(
(
(
(
(
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«, e,

az 1.2. tétel bizonyitdsanak a végén?

4. Tegyiik fel, hogy &, = £ eloszlasban, a, — a. Lassuk be, hogy a,&, = a&
eloszlasban.

4. UTMUTATAS. Elsé modszer. Jelolje ¢ a karakterisztikus fiiggvényt.

Egyrészt ©q,¢, (t) = Ee'™é = o (ant).

Masrészt |@g, (ant) — @e(ant)| < e, ha n > n., mert g (t) — @(t) minden korlatos
intervallumban egyenletesen (1. Rényi (1973)).

Harmadrészt @g(ant) — pe(at) = @qe(t), mert ¢ folytonos.

Masodik modszer. Alkalmazzuk a Szluckij-lemméat! Ekkor kihasznaljuk, hogy
a&, = a& eloszlasban és (a,&, — a&,) — 0 sztochasztikusan. Ez utobbi belatasiahoz
szitkséges: a &, sorozat sztochasztikusan korlatos (mert eloszlasban konvergens).

5. Ervényben marad-e a Hoeffding-féle U-statisztika aszimptotikus normalitasa
m > n esetén?

5. MEGOLDAS. Az 1.2. tétel alabbi valtozata &ll fenn. Tegyiik fel, hogy m > n és

lim n/m =\,

n—oo
m—00

ahol \ lehet 0 is. Ekkor m,n — oo esetén
T =/n(U —60) = N(0,\o? +a2)).

(Amennyiben a hatareloszlas szorasa 0, akkor elfajult, pontosabban a 0-ba koncentralt,
a hatareloszlas.)
A bizonyitas ugyanaz, mint az 1.2. tételé, csak a \/m helyett y/n-nel kell normalni.
6. Ervényben marad-e az 1.2. tétel, ha csupan n — oo, de m korlatos?
6. MEGOLDAs. Igen. Ekkor A = 0 és N(0,0%,) a hatareloszldas. Tovabba, ha

m — oo, de n korlatos, akkor (lisd az 5. Feladatot) T'= /n(U — 0) = N(0,03,),
hiszen A = 0.
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2. A Mann-Whitney-féle U-proba

2.1. A Mann-Whitney-féle U-préba bevezetése

A Mann-Whitney-féle U-probat (mas néven a Wilcoxon-féle rangGsszeg
probat) mint specialis Hoeffding-féle statisztikat tekintjiik. Legyen Xy, ..., X,, minta
F' eloszlasfiiggvényt, mig Yy, ...,Y, minta G eloszlasfiiggvényii sokasaghol. Feltesziik
a két minta egymaéstol vald fiiggetlenségét is. Legyen az F' és a G eloszlasfiiggvény
folytonos. F és G szamunkra ismertelen, és éppen az [’ és GG azonossagat kivanjuk
vizsgalni.

Legyen

1, ha X; > Y}',
Dij =
07 ha XZ S }/}7
1=1,...,m,j=1,...,n. Ekkor

m n m
Upn =Y > Dij = (rang (X;) — 1)
i=1 j=1 i=1
a Wilcoxon-féle rangosszeg statisztika. Itt rang (X;) az X; sorszdma az X3,..., X, és
az Yy, ..., Y, mintdk egyiittes rendezése esetén.

2.1. tétel. (A Wilcoxon-féle rangdsszeg statisztika varhato értéke és szordsa.)
EU! , = mnm,

DU, =nm [m —7*(n+m—1)+ (n— 1)m + (m — 1)m] ,

ahol
T=PY <X)= /+OO G(z)dF(z) = EG(X) =E(1 - F(Y)),
m=PY; < X;,Vs < X;) = /W G*(x)dF (z) = EG*(X),
T =P, < X;,Y; < Xj) = /+<>0 (1- F(y))QdG(y) =E(1- F(Y))Q,

j # k. Speciélisan,

esetén o
EU,, =
mn 2 )
DZUI _ nm<n+m+ 1)

Bi1zONYITAS. Hatarozzuk meg elGszor U/~ varhato értékét! Mivel X és Y fiiggetlen,

r=PB(Y < X) = /_ +°° /_ " AG(y)dF () — /_ " ) dF () = EG(Y).
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Ha Hy : F(z) = G(x) teljesiil, akkor

+o0 1
7T:/ F(:p)dF(x):IEF(X):E,
levén F(X) a [0, 1]-en egyenletes eloszlast (lasd az 1. Feladatot).

Mésrészt nyilvan ED;; = m, igy EU),,, = mnnr. Tehat ha H, teljesiil, akkor EU,,, =

mn

5.
Most DU}, dsszetevéit hatarozzuk meg. D?D;; = w(1 — 7) adodik D;; defini-
ci6jabol (hiszen Bernoulli-eloszlasrol van sz0). A fiiggetlenség miatt

cov (D;;, Dye) = 0, ha i#k ésj#L.
A cov(X,Y)=E(X -Y)—-EX-EY képlet alapjan
[¢{0)% (Dij7 le) =71 — 7T2, ha j §£ ]{Z,

ahol
“+oo
m=PY; <X,V <X;) = / P(Y; < z,Y, < 2)dF(z) =
+o0 -
= G*(x)dF (z) = EG*(X).
Hasonloan
Ccov (Dijaij) = T2 —7T2, haz;é kf,
ahol
+oo
T =P(X; > Y;, Xy > Y;) = / (1— F(z))%dG(x).

lgy

DU, =Y > D*Dy)+> Y cov (D, Diy)+

i=1 j=1 g
+ Z Z cov (D;j, Dyj) + Z Z cov (D;;, Dye) =
#k i£k

j#t
=nmn(l — ) +mn(n — 1)(m — %) + nm(m — 1)(m — 7°) =
=nm [r—7*(n+m—1)+ (n—1)m + (m — 1) .
Specialisan, Hy : F(x) = G(z) esetén
+o00 ) ) 1 1
m= [ P@AFRe) =BF(XP =3 m= g
ahol megint az F'(X) valoszintiségi valtozo [0, 1]-en valo egyenletes eloszlasat hasznaltuk
ki. Tehat H, esetén
nm(n +m+ 1)

DU = . O
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2.2. A Mann-Whitney-statisztika hatareloszlasa a
Hoeffding-statisztika alapjan

Lattuk, hogy

0, haz<y

esetén U] . = mnU éppen a Mann-Whitney-statisztika, ahol U a Hoeffding-statisztika.
Ekkor (lasd a 3. Feladatot)

1, haz>y,
p(z,y) =

2 2

(2.1) Olg =T — T bs op =Ty — T,
Tehat az 2.1 tétel alapjan o%) = D’G(X) és o5 =D?*(1— F(Y)) =D?*F(Y).

Most mar az 1.2 tétel segitségével meg tudjuk vizsgalni, hogy U, . mikor lesz asz-
imptotikusan normalis, illetve mikor elfajult. Ha A > 0, agy U, akkor lesz elfajult

(aszimptotikusan és véges m, n-re is), ha o3, = o3, = 0.
0 =0}, =D’G(X) < P(G(X) =const.) =1 =

G(z)=c¢, ha z€(ab] ¢ P(X€(ab]) =1,

azaz X ésY eloszlasa a szamegyenesen az alabbi séma szerint alakul (ahol a = oo, ill.
b = oo is lehetséges)

J/ | J/ [\ J/
-~
a
X

-~
Y

o3, = 0 jelentése hasonlo. Tehat

0lp=0 és 05, =0 <<= PX<Y)=1 vagy P(X>Y)=1.
Az els6 esetben U], = 0, a méasodikban U], = mn, azaz értékiik determinisztikus.
Tehat, ha A > 0, ezen elfajult esetektdl eltekintve U/ = aszimptotikusan normaélis.

Ha H, teljesiil, akkor ezek az elfajult esetek nem fordulnak eld.

2.2. tétel. (A Wilcoxon-féle rangosszeg statisztika aszimptotikus normalitasa.) Tegyiik
fel, hogy F' és G folytonos, valamint Hy : F(z) = G(z) teljesiil. Ha m,n — oo 0gy,
hogy m/n — A, akkor

nm(n+m+1)
12

standardizalt Wilcoxon-féle rangésszeg statisztika eloszlasa a standard normalis elosz-
lashoz konvergal.

B1zoNYITAs. Ekkor sem 0%, = 0, sem o3, = 0 nem fordulhat el6. Tehat ekkor a 1.2
tételbeni a hatéreloszlas nem lehet elfajult. (Lasd az 5. Feladatot is!) O

A Wilcoxon-féle rangosszeg proba leirasa megtalalhato az alabbi helyeken: Gibbons
(1971), 142-146. o., Lehmann-D’Abrea (1975), 20. o. Az aszimptotikus normalitas
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bizonyitasa Lehmann-D’Abrea (1975), 362. o., mig az alkalmazasok Hollander—Wolfe
(1973), 68. o. és Vincze—Varbanova (1993), 101. o. lelhetGk.

2.3. Feladatok

1. Legyen a £ eloszlasfiiggvénye az F'(z) folytonos fiiggvény. Lassuk be, hogy F'(§)
egyenletes eloszlast a [0, 1]-en!

1. MEGOLDAS. Belatjuk, hogy F'(§) eloszlasfiiggvénye éppen a [0, 1]-en egyenletes
eloszlasfiiggvény. P(F(§) < y) = 0, hay < 0, és P(F(§) < y) = 1, hay > 1,
nyilvanval6. Legyen 0 < y < 1 rogzitett. Belatjuk, hogy

F(a) <y <= a <z,

ahol z, = sup{z : F(z) <y}. Ugyanis, ha a < z,, akkor a < xz, legalabb egy
xo-ra az {z : F(x) < y} halmazbol. De akkor F(a) < F(zg) < y. A maésik irany-
hoz belatjuk, hogy F(z,) = y. F monoton névekvé és folytonos voltabol: F(z,) =
sup{F(z) : F(z) < y}. De, szintén F folytonos voltabol, ez utobbi éppen y-nal egyenld.
Visszatérve a masik irdnyhoz: ha F'(a) < y, akkor — az ' monoton névekvé voltat is
hasznalva — a < z,. Végiil F(§) eloszlasfiiggvényére:
Plw : F(w)) <y) =Pw : {(w) <) = F(zy) =y,

ha 0 <y <1.

2. Legyen ¢ egyenletes eloszlast a [0, 1]-en. Léssuk be, hogy 1 — £ is egyenletes
eloszlasi a [0, 1]-en! Hol volt erre sziikség?

2. UTMUTATAS. Alkalmazzuk az eloszlasfiiggvényt!

3. Lassuk be az (2.1) Osszefiiggést!
3. MEGOLDAS.

1o =D {¢10(X)} = D {(E@Z)(x, Y))Izzx} -
_ D2 {(Egp(az, Y))‘Z:X} = D? {(P(Y < x))|z:X} =

=02 {(G(@),_, } = D*G(X) = EG*(X) — (EG(X))? =

:7T1—7T2.

4. A Hy : F(z) = G(z) teljesiilése esetén hatarozzuk meg U = varhato értékeét és
szorasat elemi eszkozokkel!

4. MEGOLDAS. Ekkor X és Y fiiggetlen, azonos eloszlast, folytonos eloszlasfiigg-
vényd. Tehat P(X =Y) =0, P(X <Y) =PX >Y). Azazm =PY < X) =
1/2. X;,Y;. Y, is fiiggetlen, azonos eloszlasti. Barmely sorrendjiik egyformén valoszind.
Tehat m =P(Y; < X;, Y, < X;) =1/3.

5. Ervényben marad-e az 2.2. tétel, ha csupan n és m egyike tart végtelenhez, a
mésik pedig korlatos?

5. MEGOLDAS. Igen. Hj esetén sem o7, = 0, sem o3, = 0 nem fordul eld, igy a
hatéreloszlasok nem elfajultak (lasd az el6z6 szakasz 6. Feladatat).
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