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1
イントロダクション

朝起きて、ごはんをよそい、味噌汁を作る。ご飯を食べて、最寄駅まで歩き、
職場へ向かう電車に乗る。
ごはんをよそうためには、しゃもじを右手にとり、茶碗を左手に持つ。炊

飯器を空けて、ごはんをかき混ぜる。かき混ぜたらごはんをしゃもじの上に
乗せて、茶碗の上に持っていく。しゃもじを回転させると、ごはんは茶碗に
落ちる。
とても、とても難しいことをやっていると思わないだろうか？不思議な

ことに、我々は「ごはんをよそう」と頭にあるだけなのに、そのために必要
な行動を列挙し、一つずつ実行していけるのである。
我々が自覚的にはほとんど頭を使わずにこのような計画を立てることが

出来るのはなぜだろうか？ごはんをよそうためにお湯を沸かしたり、最寄り
駅まで歩いたりする必要はないと分かるのは何故だろうか？それは我々が無
数の選択肢から直感 (ヒューリスティック)的に必要そうな行動を絞り込める
からである。
本書で扱うヒューリスティック探索は、先に述べたような直感を駆使し、

未来を先読みし、知的に行動を計画する能力をコンピュータに実装しようと
する、人工知能研究の一分野である。

9
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1.1 何故人工知能に探索が必要なのか

グラフ探索アルゴリズムは、人工知能分野に限らず情報科学のいろいろな分
野で使われる。本書では、特に人工知能の要素技術としてのグラフ探索アル
ゴリズムを解説する。

人工知能とは何か、と考えることは本書の主眼ではない。人工知能の教
科書として有名なArtificial Intelligence: Modern Approach [123]では、人工知
能研究の目標として以下の 4つを掲げている。

1. Think Rationally (合理的に考える)

2. Think Humanly (人間的に考える)

3. Act Rationally (合理的に行動する)

4. Act Humanly (人間的に行動する)

グラフ探索アルゴリズムは主に Think Rationallyを実現するための技術で
ある1。探索による先読み (lookahead)で、最も合理的な手を選ぶことがここ
での目的である。

機械学習による Think Rationallyとの違いは先読みをするという点であ
る。機械学習は過去の経験を元に合理的な行動を選ぶための技術である。そ
れに対して、探索では未来の経験を先読みし、合理的な行動を選ぶ。

探索技術の大きな課題・欠点はモデルを必要とする点である。モデルがな
いと未来の経験を先読みできない。例えば将棋で先を読むには、各コマの動
き方や、敵の王を詰ますと勝ちであることを知っていなければならない。加
えて、ある局面でどちらがどのくらい有利なのかを評価できないと強いエー
ジェントを作れない。モデルは完璧である必要はないが、ある程度は有用な
ものでないと先読みがうまく行かなくなる。

1探索は 4つ全てに強く関係しているが本書は主に Think Rationallyに注視する
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以上のような理由で、探索はモデルが容易に得られる問題において使わ
れてきた。例えば経路探索問題では地図から距離を推定し、モデルを作るこ
とが出来る。今後のNASAなどによる宇宙開発でも探索技術が重要であり続
けると考えられている。NASAのウェブページを見ると過去と現在の探索技
術を用いたプロジェクトがたくさん紹介されている 2。

より賢い行動をするために、探索と機械学習を組み合わせようとする研究
もある。モンテカルロ木探索とディープラーニングを組み合わせてプロ棋士
に勝利したAlphaGoなどは、探索と機械学習の組み合わせの強力さを体現し
ている [126]。ここではディープラーニングを使って局面の評価値を学習し、
それと探索を組み合わせて評価値が良い局面に繋がる手を選んでいる。機械
学習によってモデルを学習し、それを使って探索をするアプローチもある。
先に述べたように探索にはモデルが必要である。例えばAtariでディープラー
ニングを使って探索のためのモデルを学習する研究がある [112, 125, 24]。

このように、探索アルゴリズムは人工知能技術を理解する上で欠かせな
い分野の一つである。特に最近大きなブレイクスルーのあった機械学習・深
層学習とも強いシナジーを持っているため、これから大きな進展があると期
待される分野の一つである。

1.2 本書で扱う内容

本書で主に扱う問題は状態空間問題 (state-space problem)である。グラフ探
索アルゴリズムは様々な場面で使われるが、この本では特に状態空間問題へ
の応用に注目する。状態空間問題はゴールに到達するための行動の列、プラ
ン (plan)を発見する問題である。

本書では特に、状態空間問題の中でも完全情報 (perfect information)かつ
決定論的 (deterministic)モデルを取り扱う (2 6章)。

現実世界をそっくりそのままプログラム上で扱うのは困難である。現実

2https://ti.arc.nasa.gov/tech/asr/planning-and-scheduling/

https://ti.arc.nasa.gov/tech/asr/planning-and-scheduling/
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の問題を扱いやすい形式でモデル化し、その問題を解くことで現実の問題を
解決するのがエンジニアリングである。
世界をどうモデルするべきか判断するのは非常に難しい。モデルが単純

であるほどモデル上の問題は解き易くなるが、単純だが正しいモデルをデザ
インする・自動生成することは難しい。その他にも、モデルの理解しやすさ
や汎用性の観点からモデルの良し悪しは決まる。
完全情報モデルとは、エージェントが世界の状態を全て観察できるモデル

である。これは神の目線に立った意思決定のモデルである。これに対して不
完全情報 (partial information)モデルでは、エージェントは世界の状態の一部
だけを観察 (observation)することで知ることが出来る。実世界で動くロボッ
トなどを考えると、不完全情報モデルの方が現実に沿っているが、多くの問
題を完全情報モデルで表現できる。
決定論的なモデルではエージェントの行動による世界の状態遷移が一意

に (決定論的)に定まる。一方、非決定論的モデルでは、同じ状態から同じア
クションを取ったとしても、世界がどう変化するかは一意には定まらない。
非決定論的モデルにおける探索問題は本書では扱わない。興味があれば強化
学習の教科書を読むと良い [133]。
本書が扱う完全情報決定論的モデルは、上に挙げた中でもシンプルなモ

デルである。本書ではこのモデルを対象にしたグラフ探索アルゴリズムを解
説する。

1.2.1 関連書籍

ヒューリスティック探索に関連した書籍をいくつか紹介する。Judea Pearlの
Heuristic [113]は 1984年に出版されたこの分野の古典的名著であり、長く教
科書として使われている本である。A*探索の基本的な性質の解析が丁寧に
書かれているのでとても読みやすい。また、二人ゲームのための探索に多く
の紙面を割いている。Stefan Edelkamp and Stefan Schrodlの Heuristic Search
Theory and Application [39]はヒューリスティック探索について辞書的に調べ
られる本である。2010年出版なので Pearlよりも新しい内容が書かれている。
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Stuart Russell and Peter NorvigのArtificial Intelligence [123]は人工知能の定番
の教科書である。人工知能に興味がある方はこの本を読むべきである。この
本は探索・プランニングだけでなく制約充足問題、機械学習、自然言語処理、
画像処理など人工知能のさまざまなテーマを扱っている。Malik Ghallab, Dana
Nau, and Paolo Traversoの Automated Planning and Acting [51]はヒューリス
ティック探索ではなくプランニングの本である。探索は主に Think Rationally
のための技術だが、探索をロボット制御等に応用するためには考えるだけで
なく実際に行動をしなければならない (Act Rationally)。この本では探索をロ
ボットの意思決定に使うための技術的な課題とその解決方法を紹介している。

1.3 Python実装について

本書では読者の理解の助けとなるべく Python 3のコードを掲載している。疑
似コードと合わせて読むことでアルゴリズムレベルでの処理と実装レベルで
の処理の対応関係を理解できるだろう。
言語として Pythonを選んだ理由は読みやすく、人工知能技術に興味を持

つ人にとってよく使われる言語であるためである。コードの目的は理解のため
であり、高速な実装やソフトウェア工学的に優れた実装を目的としていない。
一方、探索アルゴリズムは C, C++のような高速な言語による恩恵を強く

受けるアルゴリズムである。もし高速な実装が必要な場合はC, C++で実装す
ることをお勧めする。とにかく高速な実装をしたい読者はアルゴリズムレベ
ルの理解だけでなく、実装・コードレベルの理解も必要である。そのような
読者は Burns et al. 2012 [20]を参照されたい。
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ユニットコスト状態空間問題 Pu = (S,A, s0, T )

状態空間問題 P = (S,A, s0, T, w)

状態空間グラフ Gu = (V,E, u0, T )

重み付き状態空間グラフ G = (V,E, u0, T, w)

非明示的状態空間グラフ Gi = (E , u0,G, w)
状態 s, s′

初期状態 s0

状態集合 S

アクション (行動) a

アクション (行動)集合 A

ゴール集合 T

問題グラフ G

ノード u, v, n

初期ノード u0

ノード集合 V

エッジ e

エッジ集合 E

解 π

コスト関数 w

実数集合 R
ブーリアン集合 B

分枝度 b

深さ d

最小経路コスト関数 g

ヒューリスティック関数 h

プライオリティ関数 f

最適解のコスト c∗

オープンリスト Open

クローズドリスト Closed

状態変数 x

命題変数の集合 AP

適用条件 pre
追加効果 add
削除効果 del

表 1.1: 表記表



2
状態空間問題 (State-Space Problem)

この章ではまず、2.1節ではグラフ探索手法が用いられる問題として状態空
間問題を定義する。次に 2.2節で状態空間問題の例をいくつか紹介する。経
路探索問題や倉庫番問題など、応用がありつつ、かつ分かりやすい問題を選
んだ。これらの問題はすべてヒューリスティック探索研究でベンチマークと
して広く使われているものである。

2.1節における定式化は [123]、[113]、[39]などを参考にしている。本文
は入門の内容であるので、研究の詳細が知りたい方はこれらの教科書を読む
べきである。

2.1 状態空間問題 (State-Space Problem)

この本では主に初期状態とゴール条件が与えられたとき、ゴール条件を満た
すための経路を返す問題を探索する手法を考える。特に本書の主眼は 2章か
ら 6章までで扱う状態空間問題 (state-space problem)である。

15
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定義 1 (ユニットコスト状態空間問題、state-space problem): ユニット
コスト状態空間問題 P = (S,A, s, T )は状態の集合 S、初期状態 s ∈ S、
ゴール集合 T ∈ S、アクション集合A = a1, ...., an、ai : S → Sが与え
られ、初期状態 sからゴール状態へ遷移させるアクションの列を返す問
題である。

a b

c

d

e fg

図 2.1: 状態空間問題の例。エージェントはスタート地点 aからゴール地点 g

を目指す。

ユニットコスト状態空間問題はグラフにモデルすることで考えやすくな
る。ユニットコスト状態空間問題を表す状態空間グラフ (state-space graph)は
以下のように定義される。

定義 2 (状態空間グラフ、State-space graph): 問題グラフG = (V,E, s, T )

は状態空間問題P = (S,A, s, T )に対して以下のように定義される。ノー
ド集合 V = S、初期ノード s ∈ S、ゴールノード集合 T、エッジ集合
E ⊆ V × V。エッジ u, v ∈ Eは a(u) = vとなる a ∈ Aが存在する場合
に存在し、そしてその場合にのみ存在する (iff)。

状態空間問題の解 (solution)は以下の定義である。
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定義 3 (解、Solution): 解 π = (a1, a2..., ak)はアクション ai ∈ Aの (順
序付)配列であり、初期状態 sからゴール状態 t ∈ T へ遷移させる。す
なわち、ui ∈ S,i ∈ {0, 1, ..., k}, u0 = s, uk = tが存在し、ui = ai(ui−1)

となる。

どのような解を見つけたいかは問題に依存する。多くの問題では経路コ
スト (path cost)の合計を小さくすることを目的とする。

定義 4 (状態空間問題、Weighted state-space problem): 状態空間問題
P = (S,A, s, T, w)はユニットコスト状態空間問題の定義に加え、コス
ト関数w : A→ Rがある。経路 (a1, ..., ak)のコストは

∑k
i=1w(ai)と定

義される。

本書ではこの状態空間問題を主に扱う。状態空間問題のうちコストが定
数関数である場合がユニットコスト状態空間問題である。状態空間問題は
重み付き (コスト付き) グラフとしてモデルすることが出来る。すなわち、
G = (V,E, s, T, w)は状態空間グラフの定義に加え、エッジの重みw : E → R
を持つ。

3章で詳解するが、探索アルゴリズムは状態空間グラフのノード・エッジ
全てを保持する必要はない。全てのノード・エッジを保持した状態空間グラ
フを特に明示的状態空間グラフ (explicit state-space graph)と呼ぶとする。こ
のようなグラフは、例えば隣接行列を用いて表すことが出来る。隣接行列M

は行と列の大きさが |V |である正方行列であり、エッジ (vi, vj)が存在するな
らばMi,j = 1、なければMi,j = 0とする行列である。このような表現方法
の問題点は行列の大きさが |V |2 であるため、大きな状態空間を保持するこ
とが出来ないことである。例えば、2.2節で紹介する 15-puzzleは状態の数が
|V | = 15!/2であるため、隣接行列を保持することは現在のコンピュータで
は非常に困難である。
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そこで、探索アルゴリズムは多くの場合初期ノードとノード展開関数に
よる非明示的状態空間グラフ (implicit state-space graph)で表せられる。

定義 5 (非明示的状態空間グラフ、Implicit state-space graph): 非明示的
状態空間グラフ (s,Goal, Expand,w)は初期状態 s ∈ V、ゴール条件
Goal: V → B = {false, true}、ノード展開関数 Expand: V → 2V、コ
スト関数 w : V × V → Rによって与えられるa。

a2V はノード集合 V のべき集合である。

非明示的状態空間グラフも状態空間問題に対して定義できる。明示的状
態空間グラフとの違いは次状態の情報が隣接行列ではなくノード展開関数
Expandの形に表現されている点である。Expandはある状態からの可能な次
の状態の集合を返す関数である。Expand関数は明示的に与えられるのでは
なく、ルールによって与えられることが多い。例えば将棋であれば、将棋の
ルールによって定められる合法手によって得られる次の状態の集合が Expand
関数によって得られる。多くの場合このノード展開関数は隣接行列よりも小
さな情報で表現できる。
本書ではすべてのノードの分枝数が有限であると仮定する (局所有限グラ

フ、locally finite graph)。また、特に断りがない場合簡単のためw ≥ 0を仮定
する。

2.2 状態空間問題の例

状態空間問題の例をいくつか紹介する。これらの問題はヒューリスティック
探索研究でベンチマークとして広く使われているものである。

2.2.1 グリッド経路探索 (Grid Path-Finding)

グリッド経路探索問題 (grid path-finding problem)は２次元 (あるいはもっと
高次元でもよい)のグリッド上で初期配置からゴール位置までの経路を求める
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0
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2
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3

3

図 2.2: グリッド経路探索問題

問題である [139]。グリッドには障害物がおかれ、通れない箇所がある。エー
ジェントが移動できる方向は 4方向 (A = {up, down, left, right})か 8方向
(4方向に加えて斜め移動)とする場合が多い。自由方向 (Any Angle)の問題
を扱う研究も存在する [110]。

Web上に簡単に試せるデモがあるので、参照されたい1。この本で説明す
る様々なグラフ探索手法をグリッド経路探索に試すことが出来る。

グリッド経路探索はロボットのモーションプランニングやゲームAIなど
で応用される [5]。ストラテジーゲームなどでユニット（エージェント）を動
かすために使われる [27, 130]。またグリッドは様々な問題を経路探索に帰着
して解くことができるという意味でも重要である。例えば後述する多重整列
問題 (Multiple Sequence Alignment)はグリッド経路探索に帰着して解くこと
が出来る (節 2.2.3)。ロボットのモーションプランニングも経路探索問題に帰
着することが出来ることがある [11]。この問題では複数個の関節の角度を変
えながら、現在状態から目的の状態 (Configuration)にたどり着けることが目
的となる。各関節の角度をグリッドの各次元で表し、ロボットの物理的な構
造のために不可能な角度の組み合わせを障害物の置かれたグリッドとするこ
とでグリッド経路探索問題に帰着することができる。このようにモデルを作
ると、グリッド上で障害物を避けた経路を計算することで現在状態から目的
状態へ関節をうまく動かすモーションプランが発見できる。

1http://qiao.github.io/PathFinding.js/visual/

http://qiao.github.io/PathFinding.js/visual/
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図 2.3: 15パズルのゴール状態の例

2.2.2 スライディングタイル (Sliding-tile Puzzle)

多くの一人ゲームはグラフ探索問題に帰着することが出来る。スライディン
グタイルはその例であり、ヒューリスティック探索研究においてメジャーな
ベンチマーク問題でもある (図 2.3) [72]。1から (n2)− 1までの数字が振られ
たタイルが n× nの正方形に並べられている。正方形には一つだけブランク
と呼ばれるタイルのない位置があり、四方に隣り合うタイルのいずれかをそ
の位置に移動する (スライドする)ことが出来る。スライディングタイル問題
は、与えられた初期状態からスライドを繰り返し、ゴール状態にたどり着く
経路を求める問題である。
スライディングタイルの到達可能な状態の数は |V | = (n2)!/22であり、n

に対して指数的に増加する。可能なアクションはA = {up, down, left, right}
の４つであり、アクションにかかるコストはすべて同じとする。
後述するが、ヒューリスティック探索のためには状態からゴール状態ま

での距離 (コスト)の下界（lower bound）が計算できると有用である。スライ
ディングタイルにおける下界の求め方として最もシンプルなものはマンハッ
タン距離ヒューリスティックである。マンハッタン距離ヒューリスティック
は各タイルの現在状態の位置とゴール状態の位置のマンハッタン距離の総和
を取る。可能なアクションはすべて一つしかタイルを動かさないので、一回
のアクションでマンハッタン距離は最大で１しか縮まらない。よって、マン

2スライディングタイルは偶奇性があり、到達不可能な状態がある [72]。
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ハッタン距離はゴールまでの距離の下界である。

2.2.3 多重整列問題 (Multiple Sequence Alignment)

生物学・進化学では遺伝子配列・アミノ酸配列の編集距離 (edit distance)を比
較することでニ個体がどれだけ親しいかを推定することが広く研究されてい
る。多重整列問題 (Multiple Sequence Alignment) (MSA)は複数の遺伝子・ア
ミノ酸配列が与えられた時、それらの配列間の編集距離とその時出来上がっ
た配列を求める問題である。２つの配列に対してそれぞれコストの定義され
た編集操作を繰り返し、同一の配列に並べ替える手続きをアライメントと呼
ぶ。２つの配列の編集距離 (edit distance)は編集操作の合計コストの最小値
である。３つ以上の配列における距離の定義は様々考えられるが、例えば全
ての配列のペアの編集距離の総和を用いられる。

MSAにおける可能な編集操作は置換と挿入である。置換は配列のある要
素 (DNAかアミノ酸)を別の要素に入れ替える操作であり、挿入は配列のあ
る位置に要素を挿入する操作である。例えば (ATG, TGC, AGC)の３つの配列
のアライメントを考える。表 2.2は置換と編集に対するコストの例である。-
は欠損を示し、対応する要素が存在しないことを表す。表 2.1はこのコスト
表を用いたアライメントの例である。このとき、例えば配列ATG-と-TGCの
編集距離は (A,-)、 (T,T)、 (G,G)、 (-,C)のコストの総和であるので、表 2.2を
参照し、3 + 0 + 0 + 3 = 6である。同様に (ATG-, A-GC)の距離は 9, (-TGC,
A-GC)の距離は 6であるので、３配列の編集距離は 6 + 9 + 6 = 21である。

n配列のMSAは n次元のグリッドの経路探索問題に帰着することが出
来る [92]。図 2.3は (ATG)と (TGC)の 2つの配列による MSAをグリッド
経路探索問題に帰着した例である。状態 s = (x1, x2, ..., xn)の各変数 xi は
配列 i のどの位置までアライメントを完了したかを表す変数であり、配列
iの長さを li とすると定義域は 0 ≤ x0 ≤ l0 である。全てのアライメント
が完了した状態 s = (l1, l2, ..., ln)がゴール状態である。可能なアクション
a = (b1, b2, ..., bn), (bi = 0, 1)は配列 iに対してそれぞれ欠損を挿入するか
否かであり、配列 iに対して欠損を挿入する場合に bi = 0、挿入しない場



22 チャプター 2. 状態空間問題 (STATE-SPACE PROBLEM)

表 2.1: 多重配列問題 (MSA)

Sequence1 A T G -
Sequence2 - T G C
Sequence3 A - G C

表 2.2: MSAの塩基配列のコスト表

A T G C -

A 0 3 3 3 3
T 3 0 3 3 3
G 3 3 0 3 3
C 3 3 3 0 3
- 3 3 3 3 0

合は bi = 1となる。状態 sに対してアクション aを適用した後の状態 s′は
s′ = (x1 + b1, x2 + b2, ..., xn + bn)となる。図 2.3は初期状態 s = (0, 0)に対
して a = (1, 0)を適用している。これは (A), (-)までアライメントを進めた状
態に対応する。次に a = (1, 1)が適用され、アライメントは (A,T), (-,T)とい
う状態に遷移する。このようにして (0, 0)から (l1, l2)までたどり着くまでの
最小コストを求める。

MSAは可能なアクションの数が配列の数nに対して指数的に増える (2n−
1)点が難しい。アミノ酸配列が対象である場合はコストの値が幅広い点も難
しい [114]。MSAは生物学研究に役立つというモチベーションから非常に
熱心に研究されており、様々な定式化による解法が知られている。詳しくは
[136, 53, 40]を参照されたい。
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表 2.3: MSAのグリッド経路探索問題への帰着

A T G -

T → ↘
G ↘
C ↓

図 2.4: 倉庫番

2.2.4 倉庫番 (Sokoban)

倉庫番 (Sokoban)は倉庫の荷物を押していくことで指定された位置に置くとい
うパズルゲームである。現在でも様々なゲームの中で親しまれている [73, 28]。
プレイヤーは「荷物の後ろに回って押す」ことしか出来ず、引っ張ったり、
横から動かしたりすることが出来ない。また、荷物の上を通ることも出来な
い。PSPACE-completeであることが知られている [28]。

状態の表現方法は２通りあり、一つはグリッドの各位置に何が置いてあ
るかを変数とする方法である。もうひとつはプレイヤー、各荷物の位置に対
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してそれぞれ変数を割り当てる方法である。可能なアクションは move-up,
move-left, move-down, move-right, push-up, push-left, push-down,
push-rightの８通りである。move-*はプレイヤーが動くアクションに対
応し、コストは 0である。push-*は荷物を押すアクションであり、正のア
クションコストが割当てられている。よって、倉庫番はなるべく荷物を押す
回数を少なくして荷物を目的の位置に動かすことが目的となる。
グラフ探索問題として倉庫番を考えるときに重要であるのは、倉庫番は

不可逆なアクション (irreversible action)が存在することである。全てのアク
ション a ∈ Aに対して a−1 ∈ Aが存在し、a(a−1(s)) = sかつ a−1(a(s)) = s

となる場合、問題は可逆 (reversible)であると呼ぶ。例えばグリッド経路探索
やスライディングタイルは可逆である。可逆な問題は対応するアクションの
コストが同じであれば無向グラフとしてモデルすることもでき、初期状態か
ら到達できる状態は、すべて初期状態に戻ることが出来る。一方、不可逆な
問題ではこれが保証されず、デッドエンドにはまる可能性がある (2.3節)。
倉庫番では荷物を押すことは出来ても引っ張ることが出来ないため、不

可逆な問題である。例えば、荷物を部屋の隅に置いてしまうと戻すことが出
来ないため、詰み状態に陥る可能性がある問題である。このような性質を持
つ問題では特にグラフ探索による先読みが効果的である。
倉庫番のもうひとつ重要な性質はゼロコストアクション (zero-cost action)

の存在である。ゼロコストアクションはコストが 0のアクションである。倉庫
番のアクションのうち move-up, move-left, move-down, move-right
はコストゼロ (w(e) = 0)のアクションである。ヘタなアルゴリズムを実行す
ると無限に無駄なアクションを繰り返し続けるということもありうるだろう。

2.2.5 巡回セールスパーソン問題 (Traveling Salesperson Problem,
TSP)

巡回セールスパーソン問題は、地図上にある都市を全て回り最初の都市に戻
るときの最短距離の経路を求める問題である [6]。n個の都市があるとする
と (非最適解含む)解の数は (n − 1)!/2個である。可能なアクションは「都
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図 2.5: 巡回セールスパーソン問題

市 i ∈ {1..n}を訪れる」であり、一度訪れた都市には行けない。TSPのゴー
ル条件はすべての都市を訪れることである。よって、何も考えずに n回アク
ションを実行すれば、とりあえず解を得ることが出来る。しかし最適解を得
ることは難しく、NP完全問題であることが知られている。TSPはヒューリ
スティック探索に限らず、様々なアプローチで研究されている実用的に非常
に重要なドメインである [6]。TSPについて特に詳しく知りたい方はそちら
の教科書を参照されたい。

2.3 問題の性質・難しさ

本書で定義した状態空間問題は小さなモデルである。完全情報であり、状態
遷移は決定論的である。それでもNP困難問題であり、難しい問題は難しい。
この節は問題の難しさがどのような要素に左右されるかを列挙する。

1. 状態空間の大きさ

状態空間の大きさ |S|は大きい程概して問題は難しくなる。特に状態空
間が無限である場合深さ優先探索などのアルゴリズムは停止しない場
合がある。例えば状態変数に実数が含まれる場合、状態空間の大きさ
は無限になる。

2. 分枝度



26 チャプター 2. 状態空間問題 (STATE-SPACE PROBLEM)

ある状態 sの分枝度 (branching factor)はそのノードの子ノードの数を
指す。特に状態空間問題の分枝度は、すべての状態の分枝度の平均を
指す。ただし多くの場合平均を厳密に求めることはなく、おおよその
平均を指して分枝度をすることが多い。分枝度が大きいほど問題は難
しいとは限らない。分枝度が多いほどグラフが密である、つまりエッ
ジの数が多いことに対応する。分枝度を bとすると、あるノード sの
子ノードの数は b個であり、孫ノードの数は b2である。sからの深さ d

のノードは bd個である。

3. デッドエンド

問題によってはある状態に到達するともう問題を解くことは出来ない
というシチュエーションがある。例えば倉庫番は荷物を角においてしま
うともう動かすことができない。これによってもう問題がクリアでき
なくなるということがある。このような問題では状態空間を広く探索
し、デッドエンド状態のみを探索し続けるということをうまく避ける
必要がある。例えば 4.5.2節の貪欲最良優先探索はデッドエンドに入っ
てしまうとなかなか抜け出せないかもしれない。概してデッドエンド
がある問題では状態空間を広く探索する手法、探索済みの状態を記録
する手法が有利であり、局所探索手法はうまくいかないことがある。

4. 解の存在

当然解が存在しない問題もありうる。本書で紹介するアルゴリズムは
解が存在しない場合非常に時間がかかるものが多い3。一部のアルゴリ
ズムは解が存在しない場合永遠に停止しない場合がある。そのような
場合、アルゴリズムは解が存在しないと示せれば理想的である。その
ため解が存在しないことを検出するアルゴリズムの研究もされている
[9, 63]。

3一般にどのようなアルゴリズムを使っても解が存在しない状態空間問題は難しい。
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2.4 Python実装

状態空間問題 P = (S,A, s, T, w)のインターフェイスを Pythonで実装すると
以下のように書ける。

class StateSpaceProblem:

def __init__(self):

assert False

def get_init_state(self):

assert False

def is_goal(self, state) -> bool:
assert False

def get_available_actions(self, state):

assert False

def get_next_state(self, state, action):

assert False

def get_action_cost(self, state, action):

assert False

def heuristic(self, state):

assert False

状態空間問題の構成要素と Pythonの実装は以下のように対応している。

• 状態集合 S

状態集合は明示的にコード中には現れない。

• 行動集合A: get available actions

状態に対してそれに適用できる行動の集合を返す関数 S → Aとして表
現される。
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• 初期状態 s: get init state

初期状態を返す関数。

• 遷移関数 T : get next state

状態と行動を受け取り、次の状態を返す関数 S,A → S として表現さ
れる。

• コスト関数 w: get action cost

行動を受け取り、その行動のコストを返す関数 A → Rとして表現さ
れる。

このクラスを親としてグリッド経路探索問題を実装すると、以下のよう
なコードになる。

from state_space_problem import StateSpaceProblem

class GridState:

def __init__(self, xy):

self.x = xy[0]

self.y = xy[1]

def __hash__(self):

return hash((self.x, self.y))

def __eq__(self, other):

return (self.x == other.x) and (self.y == other.y)

def __str__(self):

return "(" + self.x.__str__() + ", " + self.y.__str__() +

")"

class GridPathfinding(StateSpaceProblem):

state_type = GridState

def __init__(self,
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width=5,

height=5,

init_position=(0, 0),

goal_position=(4, 4)):

self.width = width

self.height = height

self.init_position = init_position

self.goal_position = goal_position

self.init_state = GridState(self.init_position)

def get_init_state(self):

return self.init_state

def is_goal(self, state):

return (state.x == self.goal_position[0]) and (state.y ==

self.goal_position[1])

def get_available_actions(self, state):

actions = []

if state.x > 0:

actions.append(’l’)

if state.x < self.width - 1:

actions.append(’r’)

if state.y > 0:

actions.append(’u’)

if state.y < self.height - 1:

actions.append(’d’)

return actions

def get_next_state(self, state, action):

if action == ’l’:

return GridState((state.x - 1, state.y))

elif action == ’r’:

return GridState((state.x + 1, state.y))
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elif action == ’u’:

return GridState((state.x, state.y - 1))

elif action == ’d’:

return GridState((state.x, state.y + 1))

else:
raise Exception("Invalid action: " + action)

def get_action_cost(self, state, action):

本書で扱う探索アルゴリズム含めほとんどの状態空間問題の解法は以上
の構成要素を含んでいればこのインターフェイスに対応して実装が出来る。

2.5 まとめ

状態空間問題は初期状態とゴール条件が与えられたとき、ゴール条件を満た
すためのプラン (行動の列)を見つける問題である。状態空間問題はグラフ上
の経路探索問題に帰着できる。このときのグラフを状態空間グラフと呼ぶ。状
態空間グラフを初期ノードとそのノードと隣接するノードを返すノード展開
関数によって表現することができる。これを非明示的状態空間グラフと呼ぶ。
状態空間問題ではしばしば行動にコストが定義されていて、プラン全体

の行動コストの総和を最小化することが求められる。特に全ての行動のコス
トが同じである場合はユニットコスト状態空間問題と呼ぶ。

2.6 練習問題

1. ルービックキューブを状態空間問題で表現するとする。このとき、何
を状態とするべきか？何を行動とするべきか？

2. スライディングタイル問題でタイルの大きさが 3× 3の時の状態の数は
いくつか？4× 4の時は？(ヒント: スライディングタイルには偶奇性が
あるため、ゴール状態に到達できない盤面がある。)
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3. 障害物のない 5x5の 2次元空間上で上下左右に移動が出来るグリッド
経路探索問題を考える。この状態空間における分枝度はいくつか？

4. (難問) 3x3のスライディングタイル問題における分枝度はいくつかを正
確に計算することはできるか？

5. (難問)状態空間問題として表現することが難しい問題の例を 2, 3挙げ
てみよう。それらの問題を表現するにはどのように状態空間問題を拡
張するべきか？

2.7 関連文献

本章で扱うヒューリスティック探索は主にここで定義した状態空間問題への
適用を前提として書かれている。そのため状態空間問題よりも広い問題を解
くためには少し工夫が必要になることが多い。
状態空間問題は完全情報であり状態遷移が決定論的であることを仮定し

た。状態遷移が決定論的ではなく確率的であると仮定したモデルはマルコフ
過程問題 (Markov Decision Process Problem) (MDP)と呼ばれている [117]。
MDP(S,A, P,R)は状態集合 S、アクション集合 A、状態遷移確率 P、報酬
Rからなる。状態空間問題は状態遷移が決定論的であるのに対してMDPの
それは確率的である。また、MDPはコストを最小化するのではなく報酬の
総和の期待値を最大化する問題として定義されることが多い。状態空間問題
はMDPのうち状態遷移が常に決定的であるものである。MDPは強化学習
(reinforcement learning)における問題モデルとしても広く使われている [132]。
状態遷移が決定論的であれば、状態遷移は一つの状態から一つの状態へのエッ
ジによって表すことができる。状態遷移が確率的である場合は可能な次状態
を列挙する AND-OR木 [102]でモデルすることが出来る。MDPを解くには
動的計画法 [117, 12]やモンテカルロ木探索 [17, 84]が使われることが多い。

MDPからさらに不完全情報問題に拡張したものを部分観測マルコフ過程
問題 (partially observable Markov decision process problem) (POMDP)と呼ぶ
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[74]。POMDPにおけるプランニング問題の厳密解は Belief space [74]上を探
索することで求められるが、多くの場合厳密計算は困難なのでモンテカルロ
木探索などの近似手法が用いられる。POMDPは非常に計算が難しいモデル
であるので、仮に POMDPが与えられた問題をもっとも正確に表せられるモ
デルであったとしても近似的にMDPを使った方がうまくいくかもしれない。

囲碁やチェスなどの敵対するエージェントがいる問題も探索が活躍する
ドメインであり、特に二人零和ゲームでの研究が盛んである。このような問
題では敵プレイヤーの取るアクションが事前に分からないのでAND-OR木で
モデルすることが多い。敵対ゲームを解くための手法としてはMiniMax木、
α-β木 [113]やモンテカルロ木探索などがある。近年では強化学習によって
ヒューリスティック関数を学習するアプローチが盛んに研究されている [132]。

ヒューリスティック探索はゲームやロボティクスの応用の中で現れる経路
探索問題を解くために特によく使われる。ゲームに探索を使う場合問題にな
るのは計算にかかる時間である。たとえば次の一手を計算するために一日以
上かかるチェスAIとプレイしたい人は少ないだろう。このような応用では解
のコストだけでなく、解を得るために使う時間も評価しなければならない。
このような問題をリアルタイム探索と呼ぶ [88, 12]。リアルタイム探索には
Learning real-time A* (LRTA*) [88, 85]や Real-time adaptive A* (RTAA*) [86]
などが使われる。

本書ではノードの次数が有限 (局所有限グラフ)である問題を対象とした
アルゴリズムを紹介している。一見自然な仮定だが、この仮定ではアクショ
ンや状態空間の大きさが無限である連続空間問題を解くことができない。そ
のためロボティクスで現れる連続空間問題を解くためには工夫が必要になる。
例えばグリッド経路探索問題で任意の角度を取ることが出来るAny-angle path
planning問題は本書では扱わないが、ヒューリスティック探索の派生アルゴ
リズムで解くことができる [94, 95, 30, 111]。

状態空間問題は制約充足問題の一種であり、Boolean satisfiability problem
(SAT)として書くことができる [49]。それを利用して SATによって状態空間
問題を解くアプローチも広く研究されている [79, 78, 121]。状態空間問題で
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は表現することが難しい制約や目的関数がある場合は制約充足問題や離散最
適化問題としてモデルすることもできる。





3
情報なし探索 (Blind Search)

1章では様々な状態空間問題を紹介したが、それぞれの問題の解法はどれも
沢山研究されている。一つの指針としては、ある問題に特化した解法を研究
することでその問題をより高速に解くというモチベーションがある。これは
例えばMSAのように重要なアプリケーションがある問題の場合に特に熱心
に研究されることが多い。一方、なるべく広い範囲の問題に対して適用可能
な手法を研究するというモチベーションもある。この章で紹介する手法は問
題特化のアルゴリズムよりもパフォーマンスに劣るが、問題の知識をあまり
必要とせず、さまざまな問題に適用できる。

1章で紹介した状態空間問題を広く扱うことの出来る手法としてグラフ探
索アルゴリズムがある。本章では最もシンプルな問題（ドメイン）の知識を
利用しない探索を紹介する。情報なし探索 (Blind Search)は状態空間グラフの
みに注目し、背景にある問題に関する知識を一切使わないアルゴリズムであ
る。このような探索では 1. 重複検知を行うか 2. ノードの展開順序が重要に
なる。重複検出は訪問済みの状態を保存しておくことで同じ状態を繰り返し
探索することを防ぐ手法である。対価としては、メモリの消費量が非常に大
きくなることにある。ノードの展開順序とは、例えば幅優先探索・深さ優先
探索などのバリエーションを指す。効率的な展開順序は問題によって大きく

35
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異なり、問題を選べばこれらの手法によって十分に効率的な探索を行うこと
が出来る。これらの探索手法は競技プログラミングでもよく解法として使わ
れる [128]。また、いわゆるコーディング面接でもグラフ探索アルゴリズムは
頻出である [104]。情報なし探索は [26]の 22章 Elementary Graph Algorithms
にも詳しく説明されている。

3.1 木探索アルゴリズム (Tree Search Algorithm)

木探索アルゴリズムはグラフ探索アルゴリズムの基礎となるフレームワーク
であり、本文で紹介する手法のほとんどがこのフレームワークを基礎として
いるといえる。アルゴリズム 1は木探索の疑似コードである。

アルゴリズム 1:木探索 (Implicit Tree Search)
Input :非明示的状態空間グラフ (s,Goal, Expand,w),プライオ

リティ関数 f

Output : sからゴール状態への経路、経路が存在しなければ ∅
1 Open← {s}, d(s)← 0, g(s)← 0;
2 while Open ̸= ∅ do
3 u← argminu′∈Open f(u

′) ;
4 Open← Open \ {u};
5 if Goal(u) then
6 return Path(u);
7 for each v ∈ Expand(u) do
8 Open← Open ∪ {u};
9 d(v)← d(u) + 1;

10 g(v)← g(u) + w(u, v);
11 parent(v)← u;

12 return ∅;
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a

b c

d e f

g h i j

(3) Expanded nodes
(2) Generated nodes

(1) Undiscovered nodes

図 3.1: 未生成・生成済み・展開済みノードの例。木探索は生成済みノードの
うち展開済みでないものをひとつ取り出し、そのノードを展開し子ノードを
得る。新しく得られた子ノードは未生成ノードから生成済みノードとなり、
展開したノードは展開済みノードになる。

木探索はオープンリスト1と呼ばれるノードの集合を Priority queueに保
持する。探索の開始時には、初期状態のみがオープンリストに入っている。
木探索は、このオープンリストから一つノード uを選び、ゴール条件を満た
しているかを確認する。満たしていれば初期状態から uへの経路を返す。満
たしていなければ、そのノードを展開する。展開とは、そのノードの子ノー
ドを列挙し、オープンリストに入れることを指す。
各ノードの注目すると、ノードは 1. 未生成、2. 生成済み、3. 展開済みと

状態が遷移していく。

1. 未生成ノード (Undiscovered nodes): 状態空間内のまだ生成されていな
いノード。非明示的グラフでは情報は保持されていない。

2. 生成済みノード (Generated nodes): オープンリストに一度でも入れられ
たノード。後述するグラフ探索ではクローズドリストに入れられる。

1歴史的な経緯でリストと呼ばれているが、データ構造がリストで実装されるという意味
ではない。効率的なデータ構造は 5章で紹介する。
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3. 展開済みノード (Expanded nodes): Expandを実行し終えたノード。子
ノードがすべて生成済みノードになる。オープンリストからは取り除
かれる。

図 3.1は探索アルゴリズムが {a, b, c}を展開し終えた時点でのノードの分
類の例である。{a, b, c}は展開済みノードであり、同時に生成済みノードで
ある。これらのノードは後述するグラフ探索ではクローズドリストと呼ばれ
るデータ構造に入れられ、保持される。これらのノードの子ノードがすべて
生成される。{d, e, f}は生成済みノードであるが展開済みではない。探索ア
ルゴリズムのオープンリストにはこれらのノードが入っている。{g, h, i, j}
は未生成のノードであり、アルゴリズムからは見えない未発見のノードであ
る。例えば次に dを展開すると、展開済みノードは {a, b, c, d}となり、新た
に {g, h}が未生成ノードから生成済みノードに遷移する。このように探索が
進行していくことによってノードは順次状態遷移していく。
初期状態からノード nへの最小ステップ数を深さ dと呼び、最小経路コ

ストを g値と呼ぶ。すべてのアクションのコストが１のドメインであれば任
意の nに対して d(n) = g(n)が成り立つ。状態を更新すると同時に g値を更
新する。これによって解を発見した時に解ノードの g値が解のコストとなる。
なお、状態 sに対して適用可能なアクションの集合 A(s)は与えられている
と仮定する。

Path(u) はノードに対して初期状態からそこへ到達するまでの経路を
返す関数である。(u, parent(u), parent(parent(u)), ..., s)のように再帰的に
parentを初期状態まで辿る。
紛らわしいが、木探索アルゴリズムは木だけでなくグラフ一般を探索す

るアルゴリズムである。木探索の強みは生成済みノードのうち展開済みでは
ないもののみをオープンリストに保持すればよいことにある。未生成ノード、
展開済みノードはメモリ上に保持する必要がない。一方これの問題は、一度
展開したノードが再び Expandによって現れた場合再展開 (reexpansion)をす
ることになる。図 3.2の例ではノード dに二通りの経路で到達できるが、木
探索では二回目に dに到達したとき、すでに到達済みであることを把握でき
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a

b c

d

図 3.2: ノードの再展開の例

ない。そのため同じノードを再び生成・展開することになる。このように木
探索は複数の経路で到達可能なノードがあるほど (グラフがより木から遠い
ほど)同じノードを何度も再展開することになり、効率が悪くなってしまう。
また、木探索アルゴリズムは状態数が有限であっても停止しない場合が

ある。これらが問題になるような問題ドメインである場合は後述する重複検
出を使うグラフ探索 (3.2節)を使うと良いだろう。
オープンリストはプライオリティキューであり、どの順番でノードを取

り出すかを決めなければならない。プライオリティf の選択は探索アルゴリ
ズムの性能に強く関係する。本章の 3.3節以降、及び 4章はこのプライオリ
ティをどうデザインするかについて議論をする。

3.2 グラフ探索アルゴリズム (Graph Search Algorithm)

明示的グラフのあるノードが初期状態から複数の経路でたどり着ける場合、
同じ状態を表すノードが木探索による非明示的グラフに複数現れるというこ
とが生じる。このようなノードを重複 (duplicate)と呼ぶ。ノードの重複は計
算資源を消費してしまうので、効率的な重複検出 (duplicate detection)の方法
は重要な研究分野である。本書ではノードの重複検出を行う探索アルゴリズ
ムを狭義にグラフ探索アルゴリズムと呼び、重複検出を行わない探索を狭義
に木探索アルゴリズムと呼ぶ。

重複検出のためには生成されたノードをクローズドリスト (closed list)に
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アルゴリズム 2:グラフ探索 (Implicit Graph Search)
Input :非明示的状態空間グラフ (s,Goal, Expand,w)、プライオ

リティ関数 f

Output : sからゴール状態への経路、経路が存在しなければ ∅
1 Open← {s}, Closed← {s}, d(s)← 0, g(s)← 0;
2 while Open ̸= ∅ do
3 u← argminu′∈Open f(u

′) ;
4 Open← Open \ {u};
5 if Goal(u) then
6 return Path(u);
7 for each v ∈ Expand(u) do
8 if v /∈ Closed or g(u) + w(u, v) < g(v) then
9 Open← Open ∪ {v};

10 d(v)← d(u) + 1;
11 g(v)← g(u) + w(u, v);
12 parent(v)← u;

13 if v /∈ Closed then
14 Closed← Closed ∪ {v};
15 return ∅;

保存する。一度クローズドリストに入れられたノードはずっとクローズドリ
ストに保持される。ノード展開関数から子ノードが生成されたら、その子ノー
ドと同じ状態を保持するノードがクローズドリストに存在するかを確認する。
もし存在しなければ、そのノードは重複ではない。なのでそのノードをオー
プンリストに加える。存在した場合の処理は少しややこしい。新たに生成さ
れたノード nの g値のほうが先に生成されクローズドリストにあるノード n′

の g値よりも小さい場合が存在する。このとき、nをそのまま捨ててしまう
と、そのノードの g値が本来の値よりも大きく評価されてしまう。
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g値をそのノードに到達できる既知の最小コストにするためには、まず
クローズドリストに保存されているノードの g 値を g(n′)から g(n)に更新
しなければならない。加えて、ノード nを再展開 (reexpansion) しなければ
ならない。ノード nの子ノード cは n′ の子ノードとして展開されていたわ
けであるが、そのとき g(c) = g(n′) + w(n′, c)として計算された。この値は
g(c) = g(n)+w(n, c)に更新しなければならない。w(n′, c) = w(n, c)なので、
g(n′)− g(n)だけ g値が小さくなる。なので、cの子ノードも再展開をする必
要がある。そしてそのまた子ノードも。。。というように、再展開が生じると
そこから先のノードをすべて再展開する必要がある。これはかなり大きなコ
ストになることが多いので、可能な限り避けたい処理である。

重複が存在した場合に必ずノードを捨てることができる場合も存在する。
まず、解の最適性が必要でない場合 g値を更新する必要はない。g値が過大に
評価されても解経路は解経路のままであり、ただ解経路のコストが大きくな
るだけである。また、例えば幅優先探索では探索の過程で生成されるノード
の d値は単調増加する。もしユニットコストドメインならば g値も単調増加で
ある。つまりノード nと重複したノード n′がクローズドリストにあったとす
ると、g(n) ≥ g(n′)が成立する。この場合、解最適性を保ったままnを安全に
捨てることができる。また、状態空間グラフが木である場合は重複が発生し
ない。なお、後述するA*探索 4.3ではある条件を満たせば再展開は行わずに
解の最適性が満たせることが知られている。これがA*探索が state-of-the-art
として重要視されている理由である。

ここで「ノード」と「状態」の言葉の使い分けに注意したい。状態とは
状態空間問題における状態 sである。ノードは状態 sを含み、f 値、g値の
情報を含む。重複検出を行わない木探索の場合、同じ状態を保持するノード
が２つ以上存在しうる。重複検知は同じ状態を保持するノードをマージする
処理に相当する。この処理を行うと同じノードに複数の経路で到達するよう
になり、グラフは木ではなくなる。

重複検出の問題はメモリの使用量である。重複検出を行うためには生成
済みノードをすべてクローズドリストに保存しなければならない。なので展
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開済みノードの数に比例した空間が必要になる。クローズドリストの効率的
な実装については 5.2節で議論をする。
なお、重複検出はノードが生成されたときではなく、ノードが展開される

ときに遅らせることができる。オープンリストには重複したノードが含まれ
ることになるが、ノードの展開時には重複をチェックするので重複したノード
の展開は防げる、ということである。これは遅延重複検出 (delayed duplicate
detection)と呼ばれ、5.2.4節で議論をする。

3.3 幅優先探索 (Breadth-First Search)

探索のパフォーマンスにおいて重要になるのはどのようにして次に展開する
ノードを選択するかにある。ヒューリスティック探索の研究の非常に大きな
部分はここに費やされているといえる。シンプルかつ強力なノード選択方法
は First-in-first-out (FIFO)である。あるいは幅優先探索と呼ぶ。
幅優先探索の手順は非常に単純であり、FIFOの順にOpenから取り出せ

ばいいだけである。これをもう少し大きな視点で、どのようなノードを優先
して探索しているのかを考えてみたい。初期状態から現在状態にたどり着く
までの経路の長さをノードの d値と定義する。すると、幅優先探索のプライ
オリティ関数 f は d値と一致する。

fbrfs(s) = d(s) (3.1)

ユニットコスト問題である場合、更に g値とも一致する (fbrfs(s) = d(s) =

g(s))。
幅優先探索のメリットは最初に発見した解が最短経路長の解であること

である。問題がユニットコストドメインであれば、最短経路が最小コスト経
路であるので、最適解が得られる。なお、後述する Best First Searchと区別
するため、Breadth-First Searchの略称はBrFSを用いることがある (Best First
Searchは BFSとなる)。
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図 3.3: 探索木

重複検出を用いた幅優先探索で図 2.1の問題を解こうとすると、オープン
リスト、クローズドリストの中身は表 3.1のように遷移する。図 3.3の探索
木を見比べながら確認してみてほしい。

表 3.1: 重複検出を用いた幅優先グラフ探索のオープンリスト・クローズドリ
スト ([39]より)

ステップ ノードの選択 オープンリスト クローズドリスト コメント

1 {} {a} {}
2 a {b,c,d} {a}
3 b {c,d,e,f} {a,b}
4 c {d,e,f} {a,b,c}
5 d {e,f,g} {a,b,c,d}
6 e {f,g} {a,b,c,d,e}
7 f {g} {a,b,c,d,e,f}
8 g {} {a,b,c,d,e,f,g} ゴール
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3.4 深さ優先探索 (Depth-First Search)

幅優先探索が幅を優先するのに対して深さ優先探索はもっとも深いノードを
優先して探索する。

fdfs(s) = −d(s) (3.2)

深さ優先探索は解がある一定の深さにあることが既知である場合に有効
である。例えば TSPは全ての街を回ったときのみが解であるので、街の数が
nであれば全ての解の経路長が nである。このような問題を幅優先探索で解
こうとすると、解は最も深いところにしかないので、最後の最後まで解が一
つも得られないということになる。一方、深さ優先探索なら n回目の展開で
一つ目の解を見つけることが出来る。表 3.2は図 2.1の問題で重複検出あり
の深さ優先探索を行った場合のオープンリスト・クローズドリストの遷移を
示した。図 3.3と合わせてノードが展開される順序を確認すると良い。
深さ優先探索は無限グラフにおいて、解が存在しても永遠に停止しない

場合がある。幅優先探索であれば解がある場合、いずれそれを発見する (解
の深さを d∗とすると、d(s) ≤ d∗であるノードの数は有限であるので)。しか
し深さ優先探索は停止しない場合がある。
良い解、最適解を見つけたい場合でも深さ優先探索が有用である場合が

ある。早めに一つ解が見つけられると、その解よりも質が悪い解にしかつな
がらないノードを枝刈り (pruning)することが出来る。ノード nを枝刈りする
とは、ノード nをオープンリストに加えずそのまま捨てることを指す。つま
りアルゴリズム 1におけるOpen← Open∪{v}をスキップする。このような
枝刈りを用いた探索アルゴリズムを分枝限定法 (Branch-and-Bound)と呼ぶ。

3.4.1 再帰による深さ優先探索

上述の実装はオープンリストを利用した深さ優先探索である。アルゴリズム
1を元にした深さ優先探索の実装は効率的ではないことが多い。深さ優先探
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表 3.2: 重複検出を用いた深さ優先グラフ探索のオープンリスト・クローズド
リスト ([39]より)

ステップ ノードの選択 オープンリスト クローズドリスト コメント

1 {} {a} {}
2 a {b,c,d} {a}
3 b {e,f,c,d} {a,b}
4 e {f,c,d} {a,b,e}
5 f {c,d} {a,b,e,f}
6 c {d} {a,b,e,f,c}
7 d {g} {a,b,e,f,c,d}
8 g {} {a,b,e,f,c,d,g} ゴール

索は再帰によって効率的に実装することができる (アルゴリズム 3)。再帰実
装ではオープンリストがないことに注目したい。再帰を利用することでデー
タ構造を明に保存する必要がなくなり、キャッシュ効率が良くなることがあ
る。幅優先探索も同様に再帰によって実装することが出来るが、効率的であ
るケースはあまりない。

3.5 ダイクストラ法 (Dijkstra Algorithm)

ダイクストラ法 (Dijkstra’s Algorithm)はグラフ探索アルゴリズムの一種であ
り、グラフ理論の教科書などでも登場する情報科学全体に多岐に渡り重要と
されるアルゴリズムである [32]。例えばネットワークルーティングにおける
link state algorithmなどに Dijkstraが使われる [105]。ダイクストラ法はグラ
フ探索において g値が最も小さいノードを優先して展開するアルゴリズムと
説明することができる。
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アルゴリズム 3: DFS:再帰による深さ優先探索 (Depth-First Search)
Input :非明示的状態空間グラフ (s,Goal, Expand,w)、前状態 s′

Output : sからゴール状態への経路、経路が存在しなければ ∅
1 if Goal(s) then
2 return s;
3 for each u ∈ Expand(s) \ {s′} do
4 v ← DFS(u,Goal, Expand,w, s);
5 if v ̸= ∅ then
6 return (s,DFS(v,Goal, Expand,w, u))

7 return ∅;

fbfs(s) = g(n) (3.3)

ダイクストラ法は重複検出を行うグラフ探索アルゴリズムである。ダイ
クストラ法は非負コストグラフにおいて最短経路を返す。ユニットコスト
ドメインでは ∀n(g(n) = d(n))であるため、幅優先探索と同じ動作をする。
フィボナッチヒープを用いてオープンリストを実装したダイクストラ法は
O(|E|+ |V |log|V |)時間でであることが知られている [47]。そのため、後述
するヒューリスティック関数が得られない問題においてはとりあえずダイク
ストラ法を試してみることは有効である。

3.6 情報なし探索の比較

探索アルゴリズムの評価指標としては以下の四点が重要である。

1. 完全性: 解が存在するとき、有限時間内に解を返すか。

2. 最適性: 最初に発見された解が最適解か。
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3. 時間: アルゴリズムの実行にかかる時間

4. 空間: アルゴリズムの実行にかかる空間

完全なアルゴリズムであることは有用だが、時間・空間とのトレードオフ
にあることが多い。完全であっても実現可能な時間・空間で実行することが
出来なければ意味がないので、完全でない高速なアルゴリズムを選択する方
が良い場合もある。最適性も同様に時間・空間とのトレードオフにあること
が多いので、解きたい問題に最適な解が必要かどうかを考える必要がある。
また、後述するwA* (節 4.5.1)は発見された解が最適解のコスト c∗の定数倍
以下であることを保証する近似アルゴリズムである。

表 3.3は情報なし探索をこれら四点で比較している。反復深化深さ優先
は節 6.3、両方向探索は節 6.4で紹介する。bは分枝数、dは解の深さ、mは
可能な探索木の深さの最大値である。重複検出を行うグラフ探索の場合、深
さ優先探索は有限グラフならば完全であり、時間・空間は状態空間の大きさ
|S|でバウンドされる。この表にある時間・空間量は理論的な最悪の場合の
比較である。解きたい問題にかかる平均的な性能は必ずしもこれに相関しな
い。最終的には実験的なベンチマークを行い良いアルゴリズムを選択する必
要がある。

表 3.3: 木探索アルゴリズムの比較 ([123]の Figure 3.21より)

性能 幅優先探索 深さ優先探索 反復深化深さ優先 両方向幅優先探索

完全性 局所有限グラフなら Yes No 局所有限グラフなら Yes 局所有限グラフなら Yes
最適性 ユニットコストなら Yes No ユニットコストなら Yes ユニットコストなら Yes
時間 O(bd) O(bm) O(bd) O(bd/2)

空間 O(bd) O(bm) O(bd) O(bd/2)
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3.7 Python実装

情報なし探索は様々な言語でライブラリが開発されているため、参考に出来
る実装例が多い。本書では理解の助けとなるために紹介することが目的であ
るため、既存のライブラリは用いない実装を示す。

Pythonによる木探索は例えば以下のように実装できる。

class SearchNode:

def __init__(self, state):

self.state = state

def set_g(self, g):

self.g = g

def set_d(self, d):

self.d = d

def set_prev_n(self, prev_n):

self.prev_n = prev_n

def __str__(self):

return self.state.__str__() + \

": g=" + str(self.g) + ", d=" + str(self.d)

def get_path(self):

cur_node = self

path = []

while (cur_node is not None \

and hasattr(cur_node, ’prev_n’)):

path.append(cur_node)

cur_node = cur_node.prev_n

from search_node import SearchNode

from util import SearchLogger
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def TreeSearch(problem, priority_f=None):

open = []

init_state = problem.get_init_state()

init_node = SearchNode(init_state)

init_node.set_g(0)

init_node.set_d(0)

logger = SearchLogger()

logger.start()

open.append(init_node)

while (len(open) > 0):

open.sort(key=lambda node: priority_f(node), reverse=True

)

node = open.pop()
logger.expanded += 1

if problem.is_goal(node.state):

logger.end()

logger.print()
return node.get_path()

else:
actions = problem.get_available_actions(node.state)

for a in actions:

next_state = problem.get_next_state(node.state, a

)

next_node = SearchNode(next_state)

next_node.set_g(node.g + problem.get_action_cost(

node.state, a))

next_node.set_d(node.d + 1)
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next_node.set_prev_n(node)

open.append(next_node)
logger.generated += 1

logger.end()

logger.print()
return None

TreeSearchは状態空間問題とプライオリティ関数 priority fを引
数に取る。

このコードに重複検出を加えたグラフ探索は以下のように実装できる。

from search_node import SearchNode

from util import SearchLogger

def is_explored(node, closed_list):

for n in closed_list:

if (n.state == node.state) and (n.g <= node.g):

return True

return False

def GraphSearch(problem, priority_f=None):

open = []

closed = []

init_state = problem.get_init_state()

init_node = SearchNode(init_state)

init_node.set_g(0)

init_node.set_d(0)

logger = SearchLogger()

logger.start()

open.append(init_node)
closed.append(init_node)
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while (len(open) > 0):

open.sort(key=lambda node: priority_f(node), reverse=True

)

node = open.pop()
logger.expanded += 1

if problem.is_goal(node.state):

logger.end()

logger.print()
return node.get_path()

else:
actions = problem.get_available_actions(node.state)

for a in actions:

next_state = problem.get_next_state(node.state, a

)

next_node = SearchNode(next_state)

next_node.set_g(node.g + problem.get_action_cost(

node.state, a))

next_node.set_d(node.d + 1)

if not is_explored(next_node, closed):

next_node.set_prev_n(node)

open.append(next_node)
closed.append(next_node)

logger.generated += 1

else:
logger.pruned += 1

logger.end()

logger.print()
return None

if __name__ == "__main__":



52 チャプター 3. 情報なし探索 (BLIND SEARCH)

priority fを適当に渡すことで本章で紹介した幅優先探索、深さ優先
探索、ダイクストラ法を実行することができる。

from graph_search import GraphSearch

def BreadthFristSearch(problem):

return GraphSearch(problem, lambda node: node.d)

from graph_search import GraphSearch

def DepthFristSearch(problem):

return GraphSearch(problem, lambda node: -node.d)

from graph_search import GraphSearch

def DijkstraSearch(problem):

return GraphSearch(problem, lambda node: node.g)

そして次章で紹介するヒューリスティック探索の手法も実はこのプライオ
リティ関数を適切に渡すことで実装ができる。
上記これらのアルゴリズムはイテレーション (反復)によって実装されて

いる。
再帰による探索アルゴリズムはコードの構成が異なるため、別途実装を

示す。再帰による深さ優先探索は以下のように実装できる。

from search_node import SearchNode

from util import SearchLogger

logger = SearchLogger()

def RecursiveSearchEngine(problem, cur_node):

logger.expanded += 1

if problem.is_goal(cur_node.state):

return [cur_node]
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else:
actions = problem.get_available_actions(cur_node.state)

for a in actions:

next_state = problem.get_next_state(cur_node.state, a

)

next_node = SearchNode(next_state)

next_node.set_g(cur_node.g + problem.get_action_cost(

cur_node.state, a))

next_node.set_d(cur_node.d + 1)

next_node.set_prev_n(cur_node)

logger.generated += 1

path = RecursiveSearchEngine(problem, next_node)

if len(path) > 0:

path.append(cur_node)

return path

return []

def RecursiveDepthFirstSearch(problem):

init_state = problem.get_init_state()

init_node = SearchNode(init_state)

init_node.set_g(0)

init_node.set_d(0)

logger.start()

path = RecursiveSearchEngine(problem, init_node)

logger.end()

logger.print()

return path
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if __name__ == "__main__":

from tsp import Tsp

探索アルゴリズムの性能評価は様々な指標が考えられる。多くの場合モ
ニターするべきと考えられるのは以下の指標である。

• 探索アルゴリズムの実行時間 (walltime, cputime)

• 展開されたノード数

• 生成されたノード数

• 重複検出・枝刈りされたノード数

• ノードの展開速度 (生成速度)

• 重複検出・枝刈りされたノードの割合

これらをモニターするためのユーティリティとして SearchLoggerを
実装した。

import time

class SearchLogger:

def __init__(self) -> None:

self.expanded = 0

self.generated = 0

self.pruned = 0

def start(self):

self.start_perf_time = time.perf_counter()

self.start_time = time.time()

def end(self):

self.end_perf_time = time.perf_counter()

self.end_time = time.time()
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def branching_factor(self):

return self.generated / self.expanded

def pruned_rate(self):

return self.pruned / (self.generated + self.expanded)

def time(self):

return self.end_time - self.start_time

def perf_time(self):

return self.end_perf_time - self.start_perf_time

def expansion_rate(self):

return self.expanded / self.time()

def generation_rate(self):

return self.generated / self.time()

def print(self):
print("Time: ", self.time())

print("Perf Time: ", self.perf_time())

print("Expanded: ", self.expanded)

print("Generated: ", self.generated)

print("Pruned: ", self.pruned)

print("Expansion rate: ", self.expansion_rate())

print("Generation rate: ", self.generation_rate())

print("Branching factor: ", self.branching_factor())

print("Pruned rate: ", self.pruned_rate())

探索アルゴリズムの性能が思わしくない場合、その原因がどこにあるか
を突き止める必要がある。まずこれらの指標を確認することはその特定に役
立つだろう。
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3.8 まとめ

状態空間問題を解くための手法としてグラフ探索アルゴリズムがある。グラ
フ探索アルゴリズムは 1. 展開するノードの順序と 2. 展開したノードの処理
の 2点で特徴づけることが出来る。幅優先探索はオープンリストの中から深
さが浅いノードから優先して探索し、深さ優先探索は逆に深いノードから優
先して探索する。ダイクストラ法はコストが小さいノードから優先して探索
するため、最短経路を最初に見つけることができる。木探索は展開したノー
ドを保持せず同じ状態を複数回重複して展開してしまうリスクがある。グラ
フ探索は展開済みノードをクローズドリストに保存しておくことで重複展開
を防ぐ。一方メモリ消費量が大きくなるというデメリットがある。
探索アルゴリズムの選択において考慮するべきことは主に以下の 4点で

ある。解が存在するとき、有限時間内に解を返すか (完全性)、最初に発見さ
れた解が最適解か (最適性)、アルゴリズムの実行にかかる時間と空間。

3.9 練習問題

1. 幅優先木探索を実装し、10x10程度のグリッド経路探索問題を解いてみ
よう。

2. 重複検出を使った幅優先探索を実装し、10x10程度のグリッド経路探索
問題を解いてみよう。重複検出を使わない幅優先木探索と比べて展開
したノードの数は？重複検出によって枝刈りされたノードの数は？

3. 重複検出を使った深さ優先探索を実装し、10x10程度のグリッド経路
探索問題を解いてみよう。見つけた解は 1, 2で見つけた解と比べて長
いか？

4. 重複検出を使った幅優先探索で巡回セールスパーソン問題を解いてみ
よう。この時、見つかった解は最短経路だったか？
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5. ダイクストラ法を実装し、巡回セールスパーソン問題を解いてみよう。
この時、見つかった解は最短経路だったか？

6. 幅優先探索も再帰によって実装することができる。再帰による幅優先
探索を実装してみよう。再帰による深さ優先探索と比べてどのような
違いがあるか？

3.10 関連文献

時間・空間制約が厳しい場合は反復深化探索、両方向探索や並列探索を使え
ば解決できることがある。これらのアルゴリズムについては 6章で紹介する。
ダイクストラ法はコストが負のエッジを持つ場合にうまくいかない。負

のエッジを含む問題を解くための手法としてはベルマン-フォード法が有名で
ある [13, 45]。

No Free Lunch定理 [138]はコンピュータサイエンスの多くの最適化問題
で言及される定理である。状態空間問題における No Free Lunch定理の主張
はざっくりと説明すると以下である。

定理 1: すべての可能なコスト関数による状態空間問題のインスタンス
の集合を考える。この問題集合に対する平均性能はすべての探索アルゴ
リズムで同じである。

つまり、問題の知識が何もなければ「効率的なアルゴリズム」というものは
存在しない。問題に対して知っている知識を利用することによってはじめて
探索を効率的にすることができる。すなわち、状態空間問題のインスタンス
の一部分で性能を犠牲にすることで、他のインスタンス集合への性能を向上
させることができる。例えば解の長さが 20以下であるという知識があると
すれば、探索を深さ 20までで打ち切ると良いと考えられる。この探索アル
ゴリズムは解の長さが 20以下であるインスタンスに対しての性能は良くな
るが、解の長さが 20より大きいインスタンスの性能は著しく悪くなる。こ
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のように知識を利用して探索の方向性を変えることがグラフ探索では重要に
なる。それが次章で扱うヒューリスティック探索の肝である。



4
ヒューリスティック探索 (Heuristic Search)

3章では問題の知識を利用しないグラフ探索手法について解説した。本章で
は問題の知識を利用することでより効率的なグラフ探索を行う手法、特に
ヒューリスティック探索について解説する。

4.1 ヒューリスティックとは？

経路探索問題をダイクストラ法で解くことを考えよう。図 4.1のグリッド経
路探索問題で (0, 0)の位置から (3, 0)の位置まで移動するため経路を求める問
題を考えよう。このときダイクストラ法が探索していく範囲は図 4.1の灰色
のエリアにあるノードになる。しかし人間が経路探索を行うときにこんなに
広い領域を探索しないだろう。グリッドの右側、ゴールのある方向に向かっ
てのみ探索するだろう。なぜか。それは人間が問題の特徴を利用して、この
ノードを展開したほうがよいだろう、このノードは展開しなくてよいだろう、
という直感を働かせているからである。問題の特徴を利用してノードの有望
さをヒューリスティック関数 (heuristic function)として定量化し、それを探索
に利用したアルゴリズムをヒューリスティック探索 (heuristic search)と呼ぶ。

59
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図 4.1: グリッド経路探索におけるダイクストラ法

4.2 ヒューリスティック関数 (Heuristic Function)

ヒューリスティック関数は状態の有望さの評価値であり、多くの場合その状
態からゴールまでの最短距離の見積もりであることが多い [55]。

定義 6 (ヒューリスティック関数、heuristic function): ヒューリスティッ
ク関数 hはノードの評価関数である。h : V → R≥0

ヒューリスティックの値が小さいノードほどゴールに近いと推測できるので、
探索ではヒューリスティック値が小さいノードを優先して展開する。ヒュー
リスティック関数の値をそのノードの h値と呼ぶ。
ヒューリスティック関数の望ましい性質として、まず正確である方が望ま

しい。すなわち、h値が実際のゴールまでの最短距離に近いほど、有用な情報
であると言える。ノード nからゴールまでの正しい最短コストを h∗とする。
ヒューリスティック関数 hが任意の nに対して h(n) = h∗(n)である場合、完
璧なヒューリスティック (Perfect Heuristic)と呼ぶ。完璧なヒューリスティッ
クがある場合、ほとんどの場合その問題を一瞬で解くことができる。現実に
は完璧なヒューリスティックはなかなか得られないが、ヒューリスティック
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関数がこれに近いほど必要な展開ノード数が小さいことが多い [61]。反対に
役に立たないヒューリスティック関数は h(n) = 0などの定数関数である。こ
れはどのノードに対してもゴールまでの距離が同じだと推測しているという
ことであり、つまり何も主張をしていない。定数関数をヒューリスティック
に使った探索をブラインド探索 (blind search)と呼ぶ。3章で扱った情報なし
探索はヒューリスティック探索の特別な場合と考えることができる。
もう一つ望ましい性質は h値が最適解コストの下界である場合である。

4.3章で解説するが、h値が最短距離の下界である場合、それを用いた効率的
な探索アルゴリズム (A*探索、重み付きA*探索)において解コストに理論的
保証が得られることが広く知られている。h値が常に最適解コストの下界であ
るヒューリスティック関数を許容的なヒューリスティック (admissible heuristic)
と呼ぶ。

定義 7 (許容的なヒューリスティック、admissible heuristic): ヒューリス
ティック関数 hは最適解のコストの下界である場合、許容的である。す
なわち、全てのノード u ∈ V に対して h(u) ≤ h∗(u)が成り立つ。

ただし、h∗(u)はノード uからゴールノード集合 T のいずれかへたどり
着くための最短経路である。
一般に、許容的なヒューリスティックを得る方法としては、元問題の緩和

問題 (relaxed problem)を解き、その最適解コストをヒューリスティック値と
することである。ある問題の緩和問題とは、解集合に元の問題の解を含む問
題を指す。要するに元の問題より簡単な問題である1。
もう一つ有用なヒューリスティックは無矛盾なヒューリスティック (con-

sistent heuristic)である。

定義 8 (無矛盾なヒューリスティック、consistent heuristic): ヒューリス

1解が多いほど簡単であるとは一概には言えないが
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ティック関数 hは全てのノードのペア (u, v)に対して

h(u) ≤ h(v) + k(u, v) (4.1)

が成り立つ場合、無矛盾である。k(u, v)は uから vへの最小コストで
ある (経路がない場合 k =∞とする)。

無矛盾性は特に 4.3章で後述するA*探索において探索の効率性に重要な
性質である。また、無矛盾なヒューリスティックのうちゴールノードの h値
が 0となるヒューリスティックは許容的である。

定理 2: ゴールノード n ∈ T に対して h(n) = 0となる無矛盾なヒュー
リスティックは許容的なヒューリスティックである。

Proof. すべての状態 u ∈ Sに対して以下が成り立つ。

h(u) ≤ h(n) + k(u, n) (4.2)

= k(u, n) (4.3)

= h∗(u) (4.4)

よって h(s) ≤ h∗(n)より許容的である。

ゴールノードに対してヒューリスティック値が 0になるヒューリスティック
関数を作ることは簡単である。単純にGoal(s)ならばh(s) = 0とすればよい。
ヒューリスティックの無矛盾性は証明することは難しそうであるが、実はシ
ンプルな導き方がある。そのためにまず単調なヒューリスティック (monotone
heuristic)を定義する。

定義 9 (単調なヒューリスティック、monotone heuristic): ヒューリスティッ
ク関数 hは全てのエッジ e = (u, v) ∈ Eに対して h(u) ≤ h(v)+w(u, v)
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が成り立つ場合、無矛盾である。

単調なヒューリスティックは無矛盾性の定義と比較して、ノードのペア
(u, v)が直接繋がっているという制約がある分、弱い性質に思えるかもしれ
ない。しかし実は単調性と無矛盾性は同値である。

定理 3: 単調性と無矛盾性は同値である。

証明: 無矛盾性であるならば単調性であることは自明である。単調性
が成り立つ場合に無矛盾であることを示す。(u, v)に経路がない場合
k =∞なので

h(n0) ≤ h(n1) + w(n0, n1) (4.5)

≤ h(n2) + w(n0, n1) + w(n1, n2) (4.6)

... (4.7)

≤ h(nk) +
∑

i=0..k−1

(w(ni, ni+1)) (4.8)

(4.9)

u = n0, v = nkとすると無矛盾性が成り立つ。

よって、無矛盾性を示すために必要なのは直接つながっているノードの
ペアに対して h(u) ≤ h(v)+w(u, v)が成り立つことを示せばよい。これを示
すことは比較的にシンプルである。

これらのアルゴリズムの性質は後述する A*探索において非常に有用で
ある。
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図 4.2: A* (ヒューリスティック探索)とダイクストラ法 (情報なし探索)の探
索範囲の比較

4.3 A*探索 (A* Search)

ダイクストラ法は初期状態からそのノードまでのコストである g値が最小の
ノードを展開していく。これは間違った方針ではないだろうが、理想的には
ゴール状態に向かっていくノードを展開していきたい。図 4.2の大きい方の円
はダイクストラ法 (情報なし探索)による状態空間の探索を図示したものであ
る。ダイクストラ法はゴールがどこにあるかということを無視して探索を進
めているため、初期位置からどの方向へも均等に探索を行う。人間の目で見
れば一目で右に探索していけばよいというのは分かる。そのような人間の持っ
ている知識を利用して探索を効率化出来ないだろうか？A*探索 (A* search)
はゴールまでの距離を見積もるヒューリスティック関数 (heuristic function)を
用いることでゴールに向かって探索していくことを目指した手法である。

A*探索はヒューリスティック探索の代名詞である、最も広く知られてい
る手法である [44]。A*探索は以下の f 値が最小となるノードを優先したグラ
フ探索アルゴリズムである。
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図 4.3: fA*値の意味

fA*(s) = g(s) + h(s) (4.10)

ノード sの f 値は、初期状態 s0から sを通過してゴール状態 gに辿り着
くためのコストの見積もりである (図 4.3)。g値は初期状態からノード sまで
の既知の最短経路コストである。一方 h値はヒューリスティック関数による
sからゴール状態までの最短経路の見積もりである。A*探索は非明示的グラ
フ探索アルゴリズム (アルゴリズム 2)の一つであり、f 値が最小ノードから
優先して探索を行う 4.10。

定理 4: グラフに経路コストが 0以下のサイクルが存在しない場合、A*
は完全である。

証明: グラフが有限である場合は、やがてすべてのノードを生成・展開
し解を発見するので、完全である。グラフが無限である場合もやがて
解を発見できる。最適解のコストを c∗とすると、A*が展開するノード
は f(s) ≤ c∗のノードのみである。本書ではグラフは局所有限であると
仮定している (すべてのノードの分枝数は有限である)ので、f(s) ≤ c∗

を満たすノードは有限個である。A*探索はやがてこれらのノードをす
べて生成・展開し解を発見するので、完全である。

なお、解が存在しない場合、グラフが無限である場合に A*は停止しないの
で停止性を満たさない。

A*に用いるヒューリスティック関数は正確であるほど良いが、それに加
えて許容的、無矛盾であるという性質も有用である。
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定理 5: ヒューリスティックが許容的である時、A*は最適解を返す。

証明:
許容的なヒューリスティック h(n)は nからゴールへの経路の下界

である。よって、ゴール状態の h値は 0である。つまりゴール状態の f

値は g値と同じである。この解の g(n′)値を f∗と置く (解のコストに
相当)。A*のノードの展開順に従うと、f∗のノードを展開する前に全
ての f < f∗のノードが展開される。これらのノードがいずれもゴー
ル状態でなければ、g(n) ≤ f(n)より、g(n) < f∗となるゴール状態
がない。すなわち、f∗が最適解のコストとなり、n′ がその時のゴー
ル状態である。

A*探索はノードの再展開 (reexpansion)が生じる可能性がある。アルゴリ
ズム 2にあるように、すでに訪れた状態に再び訪れたとき、前に訪れたとき
よりも小さな g値で訪れた場合、ノードを再展開する。このとき、その状態
から先の部分木もより小さな g値で訪れることになるので、部分木をすべて
更新しなければならない。そのため、ノードの再展開によってかなり性能が
落ちてしまうことがある。無矛盾なヒューリスティックの魅力はA*で再展開
が生じないことにある。

定理 6: 無矛盾なヒューリスティックを用いたA*探索はノードの再展開
が生じない。

無矛盾なヒューリスティックである場合、A*探索は全てのノード n ∈ S

に最初に最短経路コストで訪れることが証明できる。そのため再展開が生じ
ない。
効率的なA*探索のためには良いヒューリスティック関数をデザインした

い。許容的で無矛盾なヒューリスティックであると解析的に良い性質を満た
していると言える。一方、経験的に速いと知られているヒューリスティック
関数の中にはこれらの性質を満たしていないものも多い。
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A*に用いるヒューリスティック関数は正確であるほどより探索範囲を狭
めることができる。

定義 10 (ヒューリスティックの情報): ヒューリスティック h1とヒュー
リスティック h2が両方許容的であり、かつすべてのゴールでない s ∈ S

に対して
h2(s) > h1(s) (4.11)

であるとき、h2は h1よりも情報がある (more informed)と呼ぶ。

より情報があるヒューリスティックを使う方が A*は効率的である。

定理 7: (ノード展開の必要条件): A*探索で展開されるノードの f 値は
すべて最適解のコスト以下である (f(s) ≤ c∗)。

定理 8: (ノード展開の十分条件): f 値が最適解のコスト未満であるノー
ドは必ずすべて A*探索で展開される (f(s) < c∗)。

A*探索は f 値が一番小さいノードから展開していくので、これらの定理
が満たされる。

定理 9: h2が h1よりも情報がある場合、h2を使った A*探索によって
展開されるノードはすべて h1を使った A*探索でも展開される。

証明: h2 による A*で展開されるノードの集合はすべて c∗ ≥ g(s) +

h2(s)である。ゴールを除き g(s) + h2(s) > g(s) + h1(s)である。よっ
て、c∗ > g(s) + h1(s)なのでこれらのノードはすべて h1を使ったA*
探索でも展開される。
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よって、A*に使うヒューリスティックは情報があるほど良い。

一方のヒューリスティック関数が他方より情報がある場合はより情報のあ
る方を使えばよい。しかし、ある場所では h1よりも h2の方が正確であり、
他のある場所では h2よりも h1の方が正確である、となる場合がある。この
場合どちらのヒューリスティックを使えば良いだろうか？実は両方を使うこ
とによってより良い正確なヒューリスティックを得ることができる。

定理 10: ヒューリスティック h1, ..., hm が許容的であるとき、h(s) =

max(h1(s), ..., hm(s))は許容的である。ヒューリスティック h1, ..., hmが
許容的で無矛盾であるとき、h(s) = max(h1(s), ..., hm(s))は許容的で
無矛盾である。

このように複数のヒューリスティックを組み合わせることでより良いヒュー
リスティックを得ることができる。このアイディアはさまざまなヒューリス
ティック関数の自動生成に応用されている。

4.4 ヒューリスティック関数の例

4.2章にあるように、なるべく正確であり、許容的、無矛盾なヒューリスティッ
クが望ましい。一般に、許容的なヒューリスティックを得る方法としては、元
問題の緩和問題を解き、その最適解コストをヒューリスティック値とするこ
とである。ある問題の緩和問題とは、解集合に元の問題の解を含む問題を指
す。要するに元の問題より簡単な問題である2。グラフ探索アルゴリズムにお
いて緩和問題を作る方法は様々あるが、一つはグラフのエッジを増やすこと
で緩和が出来る。グラフのエッジを増やすには、問題の可能なアクションを
増やすなどの方法がある。

2解が多いほど簡単であるとは一概には言えないが
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4.4.1 グリッド経路探索：マンハッタン距離

４方向グリッド経路探索問題の元問題は障害物のあるグリッドに移動するこ
とは出来ない。グリッド経路探索で有効なヒューリスティックの一つはマン
ハッタン距離ヒューリスティックである。これは現在位置とゴール位置のマ
ンハッタン距離を h値とする。マンハッタン距離は障害物を無視した最短経
路の距離であるので、元の問題グラフに対してグラフのエッジを増やした緩
和問題での解のコストに対応する。このように、問題の性質を理解していれ
ば許容的なヒューリスティック関数を設計することが出来る。

4.4.2 スライディングタイル:マンハッタン距離

スライディングタイルにおけるマンハッタン距離ヒューリスティックは各タ
イルの現在の位置とゴール状態の位置のマンハッタン距離の総和を h値とす
る。スライディングタイル問題において一度に動かせるタイルは１つであり、
その距離は１つである。そのため、マンハッタン距離ヒューリスティックは
許容的なヒューリスティックである。

4.4.3 スライディングタイル:パターンデータベース

パターンデータベースヒューリスティック (Pattern database heuristic)は部分
問題を解き、その解コストをヒューリスティック値とするアルゴリズムである
[35]。探索を始める前に部分問題を解き、部分問題のすべての状態からゴー
ル状態への最適解のコストをテーブルに保存する。図 4.4はスライディング
タイルにおけるパターンデータベースの例である。図の例は「1, 2, 3, 4のタ
イルを正しい位置に動かす」という部分問題を解いている。この部分問題で
は 5, 6, 7, 8のタイルの位置はどこでもよい。1, 2, 3, 4さえゴール位置にあれ
ばよい。ゴール条件以外は元の問題と同様である。この部分問題は元の問題
の緩和問題になっているので許容的なヒューリスティックが得られる。
図の例では 1, 2, 3, 4のタイルに絞った部分問題だったが、他のタイルの組

み合わせでも良い。例えば 1, 2, 3, 4のタイルによる部分問題と 5, 6, 7, 8のタ
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図 4.4: パターンデータベースの初期状態 (左)とゴール条件 (右)の例。1, 2,
3, 4のタイルだけゴール位置にあればよく、他のタイルの位置は関係ない。

イルによる部分問題からは異なるヒューリスティック値を得ることができる。
これらのヒューリスティック値の最大値を取ることでより正確なヒューリス
ティックにすることができる。このように複数のパターンデータベースを使
うヒューリスティックを複数パターンデータベース (multiple pattern databse)
と呼ぶ。複数パターンデータベースは一つの大きなパターンデータベースを
使うよりも正確さに欠けるが、計算時間・空間の面で大きなアドバンテージ
がある。

1, 2, 3, 4のタイルによる部分問題と 5, 6, 7, 8のタイルによる部分問題
は一見完全に分割された部分問題なので、これらのヒューリスティック値の
和を取ってもよさそうだが、そうすると許容的なヒューリスティックにはな
らない。なぜなら例えばタイル 5を動かすアクションによるコストは両方の
部分問題のコストに数えられているからである。そこで部分問題のコストを
「1, 2, 3, 4 (あるいは 5, 6, 7, 8)のタイルを動かすときのみコストがかかり、他
のタイルはコスト 0で動かせる」とすると、コストを重複して数えることは
なくなる。そうするとこれらの部分問題のコストの和は許容的なヒューリス
ティックになる。このように複数のパターンデータベースで重複してコストが
数えられないようにしたものを素集合パターンデータベース (disjoint pattern
databse)と呼ぶ [90]。

マンハッタン距離ヒューリスティックは、各タイルごとの部分問題 8つに
分けた場合の素集合パターンデータベースである。
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4.4.4 巡回セールスパーソン問題：最小全域木

TSPの解の下界としては最小全域木 (minimum spanning tree)のコストがよく
用いられる (図 4.5)。グラフの全域木 (spanning tree) は全てのノードを含む
ループを含まない部分グラフである。最小全域木は全域木のうち最もエッジ
コストの総和が小さいものである。未訪問の都市によるグラフの最小全域木
は TSPの下界となることが知られている。ヒューリスティック探索ではまだ
訪問していない都市をカバーする最小全域木のコストをヒューリスティック
関数に用いる。最小全域木は素早く計算ができるので探索には使いやすい。

図 4.5: 巡回セールスパーソンにおける TSP解 (左)と最小全域木 (右)

4.5 非最適解の探索

許容的なヒューリスティックを用いたA*探索は最適解が得られるが、必ずし
も最適解がほしいわけではない場合もある。解のクオリティよりもとにかく解
が何か欲しい、という場合もある。最適解ではない解を非最適解 (suboptimal
solution) と呼び、最適解に限らず解を発見するアルゴリズムを非最適探索
(suboptimal search)と呼ぶ。

4.5.1 重み付きA*探索 (Weighted A*)

重み付きA*探索 (weighted A*) (wA*)は解のクオリティが落ちる代わりによ
り素早く解にたどり着くための手法である [137]。wA*は重み付き f 値、fw

が最小のノードを優先して探索する。
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fw(n) = g(n) + wh(n) (4.12)

定理 11: 許容的なヒューリスティックを用いた重み付き A*探索によっ
て発見される解は最適解のコスト f∗の w倍以下である。

wA*の利点はA*よりもはるかに高速であることである。多くの場合、w

の大きさに対して指数的な高速化が期待できる。これは深さ dのノードの個
数は dに対して指数的 (分枝度を bとすると bd個)であることに対応する。

wA*などの非最適探索を使う場合はいずれにせよ最適解が得られないの
で、許容的でないヒューリスティックと組み合わせて使われることが多い。許
容的でないヒューリスティックは許容的なヒューリスティックよりも高速で
あることが多い。

wA*の解は最適解のコストの上界になるので、A*探索の枝刈りに用いる
ことが出来る。A*探索を実行する前にwA*を走らせ、解の上界 c∗を得、A*
探索実行時にノード nに対して f 値が f(n) ≥ c∗である場合、そのノードを
枝刈りすることができる。このテクニックは多重配列アライメントなどに使
われる [68]。

図 4.6a、4.6bはグリッド経路探索問題でのA*とwA* (w = 5)の比較であ
る。緑のグリッドが初期位置、赤のグリッドがゴール、黒のグリッドは進行
不可能の壁である。青のグリッドが探索終了時点に各アルゴリズムによって
展開されたノード、薄緑のグリッドが各アルゴリズムに生成され、まだ展開
されていないノード (オープンリストにあるノード)である。

wA*の展開・生成ノード数がA*よりも少ない。ただしwA*で発見された
解は A*で発見された解よりも遠回りなことがわかる。A*探索は最適解を発
見するが、wA*では最初に発見した解が最適とは限らない。
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(a) A* (b) wA* (c) GBFS

図 4.6: グリッド経路探索問題における A*、wA*、GBFSの比較

4.5.2 貪欲最良優先探索 (Greedy Best-First Search)

wA*の例で見たように、g値に対して h値に重きを置くことによって解のク
オリティを犠牲により高速に解を得ることができる。問題によっては解のク
オリティはあまり重要でなかったり、そもそもクオリティという概念がない
ことがある。このようにとにかく解があればよいという場合は貪欲最良優先
探索 (Greedy Best-First Search)が使われることが多い [137]。

fgbfs(s) = h(s) (4.13)

貪欲最良優先探索は g値を無視し、h値のみで展開順を決定する。つま
り wA*の wを無限大にしたものである。
貪欲最良優先探索は解のクオリティに保証がない。しかし多くの問題で

高速に解を発見できるとても強力な手法である。図 4.6cは貪欲最良優先探索
である。wA*よりもさらに生成ノード数が少ないことが分かるだろう。

4.5.3 山登り法 (Hill Climbing)

A*探索はクローズドリストに探索済みのノードを記憶しておくことでグラフ
全体を見渡して探索を進める。しかし探索済みのノードをメモリにおいてお
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くことは時間がかかるし、メモリも消費する。局所探索 (local search)は現在
見つかった最良のノードのみを記憶しておくことで効率的に (最適とは限ら
ない)解を発見する方法である。
山登り法 (hill climbing)は局所探索アルゴリズムであり、特に組み合わせ

最適化問題のためのアルゴリズムとして使われる。山登り法のアルゴリズム
は非常に単純である。子ノードのうち最も h値が小さいノードを選ぶことを
繰り返す。

アルゴリズム 4:山登り法 (Hill Climbing)
Input :非明示的状態空間グラフ (s,Goal, Expand,w),評価関数

h

Output : sからゴール状態 t ∈ T への経路、経路が存在しなければ
∅

1 while not Goal(s) do
2 u← argmins′∈Expand(s) h(s

′);
3 parentu← s;
4 s← u;

5 return Path(s)

この手法は組合せ最適化・連続最適化のためによく使われる。グラフ探
索アルゴリズムでこのまま使おうとすると評価関数の極小ではまってしまっ
たり、デッドエンドに落ちてしまう可能性がある。

4.5.4 強制山登り法 (Enforced Hill Climbing)

ヒューリスティック探索でよく使われる局所探索は強制山登り法 (enforced
hill-climbing) (EHC)である [62]。EHCは幅優先探索を繰り返し、現在のノー
ドよりも h値が小さいノードを発見する。発見できればそのノードから再び
幅優先を行い、ゴールを発見するまで続ける。もし h値が小さいノードが見
つからなければ極小に陥ってしまったということであるので、探索を打ち切
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り、失敗 (Fail)を返す。

アルゴリズム 5:強制山登り法 (Enforced Hill Climbing)
Input :非明示的状態空間グラフ (s,Goal, Expand,w),評価関数

h

Output : sからゴール状態 t ∈ T への経路、経路が存在しなければ
∅

1 while not Goal(s) do
2 T ← {v ∈ Expand(s)};
3 T ′ ← {v ∈ T |h(v) < h(s)};
4 while T ′ = ∅ do
5 T ← {v ∈ Expand(u)|u ∈ T};
6 T ′ ← {v ∈ T |h(v) < h(s)};
7 u← argmins′∈Expand(s) h(s

′);
8 parent(u)← s;
9 s← u;

10 return Path(s)

ほとんどの局所探索アルゴリズムは完全性を満たさない。なので解が発
見できなければ (失敗を返す場合)続けて A*探索などを走らせないと解が発
見できない場合がある。山登り法などの局所探索の利点はなんといってもア
ルゴリズムはシンプルであり、実装が簡単であることである。また、オープ
ンリストなどのデータ構造を保持する必要がないので消費メモリ量が非常に
少ない。

山登り法が記憶しなければならないノードは現在のノードとその子ノー
ドらだけである。毎回次のノードを選択したら、そのノード以外のノードは
捨ててしまう。貪欲最良優先探索 (4.5.2節)も同様に h値のみしか見ていな
いが、すべての生成済みノードをオープンリストに保存して評価値を確認し
ていることと比較すると、山登り法がいかにアグレッシブな手法であるかが
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うかがえるだろう。

4.6 上手く行かない場合

ヒューリスティック探索が思ったより遅い場合考えるべきことはいくつかある。
まず考えるべきは、そもそもヒューリスティック探索によって解くべき問

題なのかという点である。制約プログラミングや他の組合せ最適化手法なら
効率的な問題かもしれない。似たような問題が他の手法によって解かれてい
ないかを調べてみると良い。
ヒューリスティック探索が良さそうだと思ったら、試しに wA*にしてみ

て、weightを大きく取ってみよう。おおまかに言うとwA*の実行速度はwの
大きさに対して指数的に速くなる。w = 1だと全く解けそうにない問題でも
w = 2にすると一瞬で解けることがある。もし wを 10くらいにしてもすぐ
に解が発見できなければ、おそらくその問題で最適解を発見するのは非常に
難しい。このような問題に対しては最適解を見つけることは諦め、非最適解
探索 (節 4.5)を使ったほうが良いだろう。wA*でも解が見つけられない場合
はそもそも解がない問題かもしれない。解がない場合は制約プログラミング
のソルバーを使うと素早く検出できることが多い。

wA*で非最適解を見つけられる場合なら、工夫すればA*で最適解を見つ
けることができるかもしれない。その場合まず、おおまかな探索空間の大き
さを見積もり、そして１秒間に何ノードが展開されているかを確認すると良
い。ヒューリスティック探索の実行時間はおおまかには (展開するノード数)
と (１ノードの展開にかかる時間)の積である。
もし秒間に展開されているノードの数が少ない場合、プロファイラを使っ

てどのオペレーションに時間がかかっているかを確認するべきだろう。多く
の場合実行時間の大半をオープンリスト、クローズドリスト、ノードの展開
関数 (現在の状態とアクションから状態を計算する関数)のいずれかが占めて
いる、ということがわかるだろう。
オープンリスト、クローズドリストの処理に時間がかかっている場合は
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データ構造の改良によって問題が解決するかもしれない。効率的なデータ構
造の設計については 5章を参照されたい。特に探索が進みデータ構造が大き
くなるほどアクセスするためにかかる時間がどんどん増えていく場合はデー
タ構造の工夫によって解決できる可能性がある。あとはプロセスのメモリ消
費量を確認してみよう。A*はメモリ消費も激しい。実行時間が遅いのは、メ
モリを使いすぎていてメモリスワップが起きているからかもしれない。より
大きなメモリを使うか、IDA*などのメモリの消費量の少ない手法を試してみ
ると良いかもしれない。
ノードの展開関数に時間がかかる場合はその実装を工夫するか、ノード

の展開回数を最小限に抑えるしかない。ノードの展開回数を減らす方法はな
かなか難しいが、例えばヒューリスティック関数の改良によって可能である。
ほんの少しのヒューリスティック関数の改善によって探索の効率は劇的に上
がりうる。
これらの方法でもまだ解けない場合、扱っている問題は純粋なA*で解く

には結構難しい問題かもしれない。1968年に A*が初めて提案されてから、
様々な発展手法が考案されてきた。本書の後半で紹介する最新の手法を試し
てみれば解けるかもしれない。

4.7 Python実装

A*探索の実装は非常にシンプルである。グラフ探索のコードに渡すプライオ
リティ関数を f = g + hにすればよいだけである。

from graph_search import GraphSearch

def AstarSearch(problem):

f = lambda node: problem.heuristic(node.state) + node.g

return GraphSearch(problem, f)

重み付き A*や貪欲最良優先探索もほぼ同様である。

from graph_search import GraphSearch
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def WAstarSearch(problem, w=1.0):

f = lambda node: problem.heuristic(node.state) * w + node.g

return GraphSearch(problem, f)

from graph_search import GraphSearch

def GreedyBestFirstSearch(problem):

h = lambda node: problem.heuristic(node.state)

return GraphSearch(problem, h)

ヒューリスティック関数の実装は問題によっては難しい場合もある。ここ
ではグリッド経路探索のためのマンハッタン距離ヒューリスティック関数を
紹介する。

def heuristic(self, state):

# Manhattan distance heuristic

return abs(state.x - self.goal_position[0]) + abs(state.y

- self.goal_position[1]

)

この関数を GridPathfindingクラスに追加すればよい。スライディン
グタイル問題のためのマンハッタン距離ヒューリスティック関数は以下のよ
うになる。

def heuristic(self, state):

return self.manhattan_distance(state)

def manhattan_distance(self, state):

dist = 0

for tile_id in range(1, len(state.tile)):

position = state.tile.index(tile_id)

pos_x = position % self.width

pos_y = position // self.width
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goal_x = tile_id % self.width

goal_y = tile_id // self.width

dist += abs(goal_x - pos_x) + abs(goal_y - pos_y)

return dist

各問題に対してそれぞれのヒューリスティック関数を実装することは面倒
に感じられるかもしれない。ある特定の問題に特化して高速化させたい場合
は、ヒューリスティック関数はその問題の前提知識を利用した関数であるの
で、それぞれの問題毎に適切なものを実装する必要があるだろう。一方で汎
用的に様々な問題に対して使えるヒューリスティック関数もあるので、7章
で紹介する。

4.8 まとめ

状態空間問題に対して何らかの前提知識がある場合、その知識を利用して探
索を効率化させる方法の一つとしてヒューリスティック探索がある。ヒュー
リスティック探索は状態の「有望さ」を推定できる場合、それをヒューリス
ティック関数として表すことが出来る。

ヒューリスティック探索で基本となる手法はA*探索である。A*は各ノー
ドの有望さをそのノードに到達するまでのコストとそのノードからゴールに
到達するまでのコストの推定値の和として推定し、最も有望なノードから優
先して探索する手法である。

ヒューリスティック関数のうち重要な性質は 2つある。許容的なヒューリ
スティック関数はゴールまでのコスト未満の推定をしないヒューリスティッ
クであり、これを用いたA*は最適解が見つけられることが保証されている。
無矛盾なヒューリスティックを用いた A*探索はノードの再展開が生じない。

A*で解を見つけるのに時間がかかりすぎる場合は、最適解を見つけるこ
とを諦めて wA*や局所探索を用いることができる。



80 チャプター 4. ヒューリスティック探索 (HEURISTIC SEARCH)

4.9 練習問題

1. グリッド経路探索問題においてマンハッタン距離ヒューリスティックを
実装し、A*探索を実装せよ。幅優先探索と比較して展開するノードの
数は変わったか。

2. グリッド経路探索問題において、グリッドが斜めを含めた隣り合う 8マ
スに動ける場合を考える。このとき、現在位置とゴール位置とのマン
ハッタン距離は許容的である。では、現在位置とゴール位置とのユー
クリッド距離 (直線距離)は許容的なヒューリスティックになるか？

3. 斜め移動ありのグリッド経路探索問題においてマンハッタン距離より
も推定値が正確でありかつ許容的なヒューリスティック関数はあるだろ
うか？(ヒント：ある。)

4. 上述のヒューリスティック関数を用いたA*探索で斜め移動ありのグリッ
ド経路探索問題を解いてみよう。マンハッタン距離を用いた場合と比
較して展開するノードの数は変わったか。

5. ヒューリスティックhが許容的であるとする。このとき、h′(s) = h(s)+c

は許容的であるか？cが何を満たせば許容的であるか？(cは定数とする)

6. ヒューリスティックhが無矛盾であるとする。このとき、h′(s) = h(s)+c

は無矛盾であるか？cが何を満たせば無矛盾であるか？(cは定数とする)

7. 「許容的なヒューリスティックを用いた重み付きA*探索によって発見
される解は最適解のコスト f∗のw倍以下である」ことを証明せよ。(ヒ
ント:「ヒューリスティックが許容的である時、A*は最適解を返す」定
理の証明が参考になる。)

8. 山登り法が解を見つけることが出来ないような状態空間問題の例を一
つ考えてみよう。
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4.10 関連文献

最良優先探索 (best-first search)は２種類の定義があることに注意したい。本
書では最良優先探索を A*を含む、何らかの有望さの指標に従ってグラフを
探索するアルゴリズムを指す。一方、ゴールに最も近いと考えられるノード
を常に最優先して展開するアルゴリズムを特に最良優先探索と呼ぶことも多
い。本書ではこの方法は貪欲最良優先探索と呼んでいる。
制限時間内でできるだけ良いクオリティの解が欲しい場合はAnytime Repar-

ing A* [98]が使える。Anytime Reparing A*は問題に対して重み付き A*を繰
り返しw値をだんだんと小さくしていくことでだんだんと解のクオリティを
向上させる。一般にいつ停止しても現時点で見つかった中で一番良い (最適
とは限らない)解を返し、時間をかけるほど解のクオリティを改善していく
アルゴリズムを anytimeアルゴリズムと呼ぶ。Anytimeアルゴリズムとして
は他にもモンテカルロ木探索などがある [17]。
山登り法は評価値が最も良い状態を決定論的に選ぶので解・最適解を発

見する保証はない。一方、すべての次状態を均等な確率でランダムに選ぶラ
ンダムウォークはいずれ解を発見するが、時間がかかりすぎる。焼きなまし
法 (simulated annealing) この二つの手法の中間をとったような手法であり、
最初は評価値を無視して均等なランダムウォークからはじめ、探索が進行し
ていくにつれて評価値に応じて次状態を選択するようにするという手法であ
る [22, 135]。焼きなまし法は最適化問題で非常に重要なアルゴリズムである
[81]。
遺伝的アルゴリズム (genetic algorithm)さまざまな最適化問題に適用でき

る重要なアルゴリズムである [52]。グラフ探索問題で使われることは少ない
が、グラフ探索問題ではなかなか解けない難しい問題が遺伝的アルゴリズム
によって簡単に解けることがある。例えばN-Queen問題はチェスの盤面上に
クイーンを互いに移動可能範囲がぶつからないように配置する問題であるが、
これはグラフ探索の手法だとなかなか解くのが難しいが遺伝的アルゴリズム
だと非常に効率的に解けることが知られている。





5
グラフ探索のためのデータ構造

ヒューリスティック探索の効率は探索効率、つまり展開したノードの数によっ
て測られる場合が多い。本書の多くの節は探索効率を上げるためのアルゴリ
ズムについて解説している。しかしヒューリスティック探索の実行時間とメ
モリ量はデータ構造の実装にも大きく左右される。
探索にかかる実行時間をシンプルに見積もるとすると、(展開したノード

の数)と (１展開あたりにかかる時間の平均値)の積である。１展開あたりに
かかる時間とは、大きく分けて以下の４つの部分に分けられる。

1. オープンリストからノードを取り出す時間

2. 次状態の生成にかかる時間

3. ヒューリスティック関数の計算にかかる時間

4. 重複検出を行う時間

5. オープンリスト・クローズドリストにノードを入れる時間

ほとんどの問題では次状態の生成とヒューリスティック関数の計算にか
かる時間はノードの数によらず定数である。一方、オープンリスト・クロー

83
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ズドリストへのアクセスにかかる時間はノードの数が大きくなるほど増加す
る。例えばシンプルなヒープでオープンリストを実装した場合、ノードを入
れるためにかかる時間はO(log(n))である (nはノード数)。実際、グリッド
経路探索問題やスライディングタイル問題などのシンプルな問題においては
データ構造へのアクセスにかかる時間が探索のほとんどの時間を占めている。
よって、探索を効率化するためにはデータ構造の選択が重要である。
ヒューリスティック探索ではオープンリストとクローズドリストの２つの

データ構造を保持する。オープンリストに必要なインターフェイスは必要な
操作はエンキュー (enqueue, push)とデキュー (dequeue, pop)である。クロー
ズドリストに必要なインターフェイスは挿入 (insert)と重複検知のための検
索 (find, lookup)である。
これらのデータ構造をどのように実装するかは探索の効率に大きな影響

を与える。歴史的な経緯からオープン・クローズドリストと呼ばれているが、
リストとして実装するのは非効率的である。
これらを実装するための効率的なデータ構造はアルゴリズムと問題ドメ

インに依存する。この章ではどのようなシチュエーションでどのようなデー
タ構造を使われるかを説明する。この章は実践的に非常に重要な章である。
残念ながらヒューリスティック探索の研究論文のほとんどはこの章で扱われ
る内容について自明のものとして扱わないことが多い。あるいはこれらの内
容を「コードの最適化」として論文中には明示しない。が、その実自明では
ないので初学者の多くはここで苦労することになる。データ構造について議
論を行っている論文としては [20]がある。

5.1 オープンリスト (Open List)

オープンリストのプライオリティキューの実装方法は様々ある。f 値が連続
値 (e.g. 実数)である場合はヒープを使うことが多い。f 値の取りうる値が有
限個であり、f 値が同じノードが沢山ある場合はバケットで実装することが
出来る。また、そのような場合は f 値が同じノードのうちどのノードを選ぶ
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かのタイブレーキング (tiebreaking)も重要になってくる [8]。

5.1.1 データ構造の選択

オープンリストは探索の中で沢山エンキューとデキューを行うため、これら
の操作の計算時間が速いものを選択したい。オープンリストのシンプルな実
装方法としては二分ヒープがあげられる。二分ヒープはほとんどの言語の標
準ライブラリにあるため実装が簡単である。探索アルゴリズムはノードの数
が膨大になることが多い。計算量のオーダーで見ると単純な二分ヒープより
もフィボナッチヒープ (Fibonacci heap) [47]が効率が良いが、定数項が大きい
ため多くの場合二分ヒープが採用される。二分ヒープよりも効率が良いデー
タ構造として基数ヒープ (radix heap)がある [2]。基数ヒープはエンキューで
きる数値は最後に取り出した数値以上のものであるという制約がある。A*探
索はヒューリスティックが単調である場合この制約を満たす。これらのヒー
プの実装や性質については Introduction to Algorithmsを参照されたい [26]。
プライオリティ値が取る値が有限個である場合はバケットプライオリティ

キュー [31] で実装をすることが出来る [20]。プライオリティ値が取る値が
Cmin ≤ i ≤ Cmaxの整数値であるとする。バケットは長さCmax−Cmin+1の
配列からなる。プライオリティ値が iの要素は配列の i−Cmin番目の位置にあ
るリストに追加される。バケットはエンキューもデキューもO(Cmax−Cmin)

で計算でき、保持しているノードの数に依存しない。そのため二分ヒープよ
りも高速であることが多い。後述するタイブレーキングを行う場合はバケッ
トの中に更に二段階目のバケットを用意することもできる [20]。

5.1.2 タイブレーキング (Tiebreaking)

3章、4章ではオープンリストでどのノードを最初に展開するかによってア
ルゴリズムの性能が大きく変わることを示してきた。例えば A*探索では f

値が最小のノードを優先して展開する (アルゴリズム 4.10)。だが、f 値が最
小のノードは複数ある場合がある。コスト関数が離散値である場合は f 値が
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図 5.1: バケットによるオープンリストの実装 (Cmin = 6, Cmax = 11)

同じノードが大量にあることが多い。このような場合、同じ f 値のノードの
中からどのノードを選ぶかを決定することをタイブレーキング (tie-breaking)
と呼ぶ。

A*探索で広く使われるタイブレーキング戦略は h値が小さいノードを優
先させる方法である。argminu′∈Open f(u

′)を選択する代わりに以下の条件を
満たす uを選択する。

u =argmin
v∈B

h(v)

s.t. B = {v|v ∈ Open, f(v) = min
v′∈Open

f(v′)}

h値が小さいノードを優先させる理由としては、h値がゴールへの距離の
推定だからである。なのでゴールに近いノードから展開したほうがゴールに
たどり着くのが早いはずだ、というヒューリスティックである。

もう一つはLast-in-first-out (LIFO)タイブレーキングがよく使われる。LIFO
は最後にオープンリストに入ったノードから優先して展開する。LIFOを使
うメリットはオープンリストをバケット実装している場合に配列の一番後ろ
のノードが LIFOで得られるノードであることである。5.1.1節にあるように
バケットは配列で実装されることが多いが、配列の末尾のノードを取り出す
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には定数時間しかかからない。なので自然にバケットを実装すると LIFOに
なる。

タイブレーキングは長い間ヒューリスティック探索研究の中であまり重要
視されておらず、よいヒューリスティック関数をデザインすることと比較し
てアルゴリズムの効率に対してあまり影響を及ぼさないと考えられてきた。
近年の研究でタイブレーキングが重要なファクターになる場合があるという
ことが実験的に示された [8]。

5.2 クローズドリスト (Closed List)

重複検出は無駄な展開を防ぐために不可欠な操作である。非明示的状態空間
グラフではあらかじめすべての状態を知ることが出来ないので、探索中に発
見された状態の集合を保持しておくための動的な辞書が必要になる。クロー
ズドリストは生成済み・展開済みノードを保持し、新しくノードが生成され
たときにすでにその中にあるかどうかを確かめる。一般的に辞書のデータ構
造は挿入 (insert)、検索 (lookup)、削除 (delete)をサポートするが、探索アル
ゴリズムに必要なのは挿入と検索である。

クローズドリストの実装にはハッシュテーブル (hash table)が用いられる
ことが多い。ハッシュテーブルは探索で一番使われる検索操作が上手くいけ
ばほぼ定数時間で出来るため効率的であることが多い。

5.2.1 ハッシュテーブル (Hash Table)

集合U = {0, 1, ..., N − 1}をキーの候補とする辞書 (dictionary)は、保持され
たキーの集合 R ⊆ U から連想情報の集合 I への部分写像である。グラフ探
索において状態 s ∈ S を一意に表すためのキーを k(s)とする (k : S → U )。
キーは更にハッシュテーブルと呼ばれる配列 T [0, ...,m− 1]に写される。こ
の写像 h : U → {0, ...,m− 1}をハッシュ関数 (hash function)と呼ぶ。簡単の
ためここでは状態から配列のインデックスまでの関数 S → {0, ...,m− 1}を
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hを使って表す。

多くの場合N > mなので、このハッシュ関数は単射ではない。よって異
なるキーがハッシュテーブル上の同じ位置に配置されることになる。これを
ハッシュの衝突 (hash collision)と呼ぶ。ハッシュテーブルへのアクセスにか
かる時間は 1. ハッシュ値の計算、2. 衝突時の処理方法、3. 保持されたキー
の数とハッシュテーブルの大きさの比に依存する。

ハッシュ関数の選択はハッシュテーブルの性能に大きく影響を与える。最
悪の場合、すべてのキーがテーブルの同じ位置に移される。最良の場合、一
度も衝突が起こらず、アクセス時間は定数になる。最悪の場合の計算時間は
理論的には興味のある話題だが、多くの場合正しくハッシュを計算すること
で避けられる。

衝突したハッシュの処理方法としては連鎖法 (chaining)と開番地法 (open
addressing)がある。連鎖法はハッシュテーブルの各位置にリストが置かれ、
その位置に挿入された連想情報はそのリストに順次追加されていく。同じ位
置に n個の状態が挿入された場合リストの長さは nになる。このとき、ここ
の位置への検索の速度はO(n)となる。開番地法は衝突した場合テーブル中
の空いている別の位置を探し、そちらに入れる方法である。探索アルゴリズ
ムにおいては連鎖法が使われることが多い。

5.2.2 ハッシュ関数 (Hash Function)

良いハッシュ関数に求められる要件は主に２つである。一つはハッシュ値が
値域内でなるべく均等に分散してほしい。もう一つはハッシュの計算に時間
がかからない方が良い。

グラフ探索のためのハッシュ関数をデザインするために考えなければな
らないのは、探索中に現れる状態集合、探索空間は状態空間全体のほんの一
部であり、かつ偏りのある集合であるということである。ハッシュ関数はそ
の探索空間内でハッシュ値が十分に均等であってほしい。
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5.2.2.1 剰余法 (Remainder Method)

k(s)を整数と考えることが出来るならば、それをmで割った余りをハッシュ
値として使える。

h(s) := k(s) mod m (5.1)

このハッシュ関数は S から T への写像になる (h : S → {0, ...,m − 1})。
T へ均等に分配するためには法mの選択が重要になる。例えばmに 2の倍
数を選んでしまうと、h(s)が偶数であるのは k(s)が偶数であるときであり、
そのときのみである (iff)。mが任意の数の倍数であると同様の不均一が起き
てしまうので、mは素数を選ぶと良い。

5.2.2.2 積算ハッシュ法 (Multiplicative Hashing)

積算ハッシュ法はキー k(s)と無理数 ϕの積の小数部分を使ったハッシュで
ある。

h(s) = ⌊m(k(s)ϕ− ⌊k(s)ϕ⌋)⌋ (5.2)

ϕはパラメータであり、(
√
5− 1)/2の黄金比を使うと良いとされている。

5.2.2.3 ハッシュの性質

関連して、クローズドリストにとって良い性質のハッシュがいくつかある。

グラフ探索では状態遷移は状態の一部分のみに作用し、状態変数のほと
んどは変わらないということが多い。このとき、新しい状態のハッシュ値を
一から計算するのではなく、元の状態のハッシュ値と状態遷移による差分を
利用して新しい状態のハッシュ値を求めることが出来る場合がある。この方
法を差分ハッシュ (incremental hashing)と呼ぶ。差分ハッシュはハッシュ値
の計算時間を短くできることがある。
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どのような操作があっても衝突が起こらないようなハッシュを完全ハッ
シュ (perfect hash function)と呼ぶ。もし n = mであれば最小完全ハッシュと
呼ぶ。完全ハッシュがあればどのような操作もO(1)で行うことができる。問
題によって完全ハッシュは簡単に計算することが出来る。例えばスライディン
グタイルパズルであれば状態 s = (v0, v1, ..., v8)に対してh(s) =

∑
i=0..8 vi ·9i

と単純に状態変数の列を使って計算することが出来る。ただし長さ 99の配列
は大きすぎるので工夫が必要になる。スライディングタイルパズルでは辞書
順 (lexicographical order)によって最小完全ハッシュを作ることが出来る [91]。
しかしながら完全ハッシュを作るのは簡単であっても、小さく実用的な完全
ハッシュを作るのは難しい問題も多い。

5.2.3 トランスポジションテーブル (Transposition Table)

木探索の問題点は重複検出を行わないため、同じ状態を複数回展開し、時間
がかかってしまうことである。一方グラフ探索の問題点は重複検出を行うた
め、生成したノードの数だけメモリを消費することにある。グラフが大きい
場合はやがてメモリを使い果たし、探索が続けられなくなってしまう。しか
しながら、実はグラフ探索において重複検出は必ずしも正しくなければなら
ないものではない。重複してノードを生成しても問題なくアルゴリズムは動
作する。仮にクローズドリストの一部を捨ててもアルゴリズムの正しさを損
なうものではない。
トランスポジションテーブル (transposition table) はこのアイディアに基

づき、展開したノードの一部のみを保存することで重複検出をしつつメモリ
の消費を抑える手法である。トランスポジションテーブルはグラフ探索にお
けるクローズドリストと同様、辞書である。クローズドリストがすべての生
成済みノードを保持していることを保証するのに対して、トランスポジショ
ンテーブルはそのような保証をしない。トランスポジションテーブルはどの
ノードを保持し、どのノードを捨てるかを賢く選択しなければならない。ど
のノードを保持するべきかという戦略はいくつか提案されている [16, 3]。
単純なものとしては、テーブルが一杯になるまではすべてのノードをテー
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ブルに追加し、テーブルが一杯になったらすべてのノードを捨てる戦略があ
る。Stochastic node caching [109]は、新しく追加されたノードを確率 1−pで
捨てるというものである。この戦略だと n回訪れたノードは確率 1− (1−p)n

でテーブルに追加されるため、たくさん訪れたノードほど重複検出されやす
いことになるという点で合理的である。2人ゲームでよく使われる戦略は、2
つのノードのハッシュ値が衝突したらどちらか一方のみを残すという戦略で
ある。より d値が大きい (深い)ノードを残す戦略が一般的である。この戦略
はハッシュテーブルの衝突を減らせるという点で一挙両得になる。
トランスポジションテーブルは A*だけでなく後述する IDA* (節 6.3)で

も使われる [118]。IDA*の空間量は最適解の深さに対して線形なので消費メ
モリが非常に少ない。あまったメモリを効率よく使うために IDA*にトラン
スポジションテーブルを用いるという研究が多い [118, 3, 83]。
トランスポジションテーブルは元々2人ゲームの分野から発展した技術で

ある。同じ手を異なる順番で行うことで同じ状態に到達することを検出する
ために使われていたので transpositionという名前になっている。

5.2.4 遅延重複検出 (Delayed Duplicate Detection)

3.2節ではノードを生成したタイミングで重複検出を行うアルゴリズムを説明
した。この方法だとノードが生成されたその瞬間に検出を行うという意味で
即時重複検出 (immediate duplicate detection)と呼ぶことがある。それに対し
て、ノードを展開するタイミングで検出を行う遅延重複検出 (delayed duplicate
detection) という方法もある [89]。ノードが生成された瞬間に重複検出を行
わない場合、オープンリスト内に同じ状態を持ったノードが重複して存在す
る場合がある。しかしノードを展開するときに重複検出を行うので、クロー
ズドリストにノードの重複はない。アルゴリズム 6は遅延重複検出を用いる
場合のグラフ探索アルゴリズムの疑似コードである。
遅延重複検出は展開ノード毎に重複検出の回数を減らすことができると

いうメリットがある。一方、オープンリスト内に重複が存在する可能性があ
るため、プライオリティの選択次第ではノードの再展開が増えてしまうデメ
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リットがある。そのため遅延重複検出はノードの重複が少ない問題や、重複
検出に時間がかかる場合に使われる。特にクローズドリストをハードディス
クなどの外部メモリに置く外部メモリ探索に相性が良い。

アルゴリズム 6:遅延重複検出を用いたグラフ探索
Input :非明示的状態空間グラフ (E , u0,G, w),プライオリティ

関数 f

Output : u0からゴール状態への経路、経路が存在しなければ ∅
1 Closed← ∅, Open← {u0}, d(u0)← 0, g(u0)← 0;
2 while Open ̸= ∅ do
3 u← argminu′∈Open f(u

′) ;
4 Open← Open \ {u};
5 if G(u) then
6 return Path(u);
7 s← parent(u);
8 if u /∈ Closed or g(s) + w(s, u) < g(u) then
9 d(u)← d(s) + 1;

10 d(u)← g(s) + w(s, u);
11 parent(u)← s;
12 for each v ∈ E(u) do
13 Open← Open ∪ {v};
14 parent(v)← u;

15 if u /∈ Closed then
16 Closed← Closed ∪ {u};
17 return ∅;
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5.3 Python実装

タイブレーキング戦略の実装はシンプルである。プライオリティ関数に複数
のプライオリティ値を出力する関数にすればよい。Pythonの場合タプルを
sortで渡せば先頭の値からタイブレーキングをしてくれる。

from graph_search import GraphSearch

def TiebreakingAstarSearch(problem):

f = lambda node: (problem.heuristic(node.state) + node.g,

problem.heuristic(node.state

))

return GraphSearch(problem, f)

バケットプライオリティキューの実装のためにはオープンリスト・クロー
ズドリストを選べるようにグラフ探索のコードを書き換える必要がある。以
下のコードは GraphSearchの引数にオープンリストとクローズドリストを
渡せるようにしたものである。

from search_node import SearchNode

from util import SearchLogger

def OptimizedGraphSearch(problem, priority_f, open_list,

closed_list):

init_state = problem.get_init_state()

init_node = SearchNode(init_state)

init_node.set_g(0)

init_node.set_d(0)

logger = SearchLogger()

logger.start()

open_list.push(init_node, priority_f(init_node))
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closed_list.push(init_node)

while (len(open_list) > 0):

node = open_list.pop()

logger.expanded += 1

if problem.is_goal(node.state):

logger.end()

logger.print()
return node.get_path()

else:
actions = problem.get_available_actions(node.state)

for a in actions:

next_state = problem.get_next_state(node.state, a

)

next_node = SearchNode(next_state)

next_node.set_g(node.g + problem.get_action_cost(

node.state, a))

next_node.set_d(node.d + 1)

if not closed_list.is_explored(next_node):

next_node.set_prev_n(node)

open_list.push(next_node, priority_f(

next_node))

closed_list.push(next_node)

logger.generated += 1

else:
logger.pruned += 1

logger.end()

logger.print()
return None

バケットオープンリストおよびハッシュテーブルによるクローズドリス
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トは以下のように実装できる。

class BucketOpenList:

def __init__(self, C_min, C_max, beam_width=None):

self.C_min = C_min

self.C_max = C_max

self.bucket = [[] for _ in range(C_max - C_min + 1)]

self.size = 0

self.beam_width = beam_width

def __len__(self):

return self.size

def pop(self):

assert self.size > 0

for i in range(len(self.bucket)):
if len(self.bucket[i]) > 0:

self.size -= 1

return self.bucket[i].pop()

assert False

def push(self, item, priority):

self.bucket[priority - self.C_min].append(item)

self.size += 1

if self.beam_width is not None:

self.shrink()

def shrink(self, beam_width=None):

# For limited memory search like beam search

if beam_width is None:

beam_width = self.beam_width

if beam_width is not None:

cur_C = self.C_max - self.C_min

while self.size > beam_width:

if len(self.bucket[cur_C]) > 0:

self.bucket[cur_C].pop()
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self.size -= 1

else:

class HashClosedList:

def __init__(self, max_size=10000):

self.table = [[]] * max_size

self.table_size = max_size

self.size = 0

def __len__(self):

return self.size

def push(self, item):

hash_value = hash(item.state) % self.table_size

states = [n.state for n in self.table[hash_value]]

if item.state in states:

idx = states.index(item.state)

if item.g < self.table[hash_value][idx].g:

self.table[hash_value][idx].set_g(item.g)

self.table[hash_value][idx].set_d(item.d)

self.table[hash_value][idx].set_prev_n(item.

prev_n)

else:
self.table[hash_value].append(item)

self.size += 1

def is_explored(self, item):

hash_value = hash(item.state) % self.table_size

for n in self.table[hash_value]:

if (n.state == item.state) and (n.g <= item.g):

return True

return False
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def find(self, item):

バケットオープンリストにある beam widthは後述するビームサーチの
ために用いる。ビームサーチを利用する予定がなければ無視してよい。

5.4 まとめ

探索にかかる時間はおよそ (展開したノードの数)と (１展開あたりにかかる
時間の平均値)の積である。1展開あたりにかかる時間の多くがデータ構造へ
のアクセスにかかっているのであれば、データ構造を適切に選択することで
アルゴリズムの実行時間を向上させることができる可能性がある。

プライオリティ値が取る値が有限個である場合はバケットプライオリティ
キューが強力である [20]。タイブレーキング戦略はシンプルで強力な戦略で
あるので、これも積極的に使うことをお勧めする。

5.5 練習問題

1. 3x3のスライディングタイル問題のオープンリストにタイブレーキング
を実装してみよう。f 値が最小のノードが複数ある場合に h値が最小
のノードを優先して展開するタイブレーキング戦略と、逆に h値が最
大のノードを優先する戦略を実装し、性能を比較してみよう。どちら
の方が効率的だったか？それは何故か？

2. グリッド経路探索問題において完全ハッシュを作ることはできるか？

3. 3x3のスライディングタイル問題で遅延重複検出を実装してみよう。展
開時に重複検出をする場合と比較し、展開ノード数はどちらが多かっ
たか？生成ノード数はどちらが多かったか？
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5.6 関連文献

ヒューリスティック探索の性能がデータ構造の選択によって大きく左右される
ことは古くから知られていたようであるが、それを学術論文としてまとめた
ものは多くはない。Burns et al. (2012) [20]は高速なヒューリスティック探索
のコードを実装するための方法をまとめた論文である。データ構造の選択に
よって性能が大きく変わるということを指摘した論文である。オープンリス
トのタイブレーキングに関してはAsai&Fukunaga (2016) [8]を参照されたい。



6
時間・空間制限下のヒューリスティック探索

A*探索などのヒューリスティック探索は時間と空間の両方がボトルネックと
なりうる。すなわち、A*はノードを一つずつ展開していかなければならない
ので、その数だけノード展開関数を実行しなければならない。また、A*は重
複検出のために展開済みノードをすべてクローズドリストに保存する。なの
で、必要な空間も展開ノード数に応じて増えていく。
残念ながら、ほぼ正しいコストを返すヒューリスティック関数を使って

も、A*が展開するノードの数は指数的に増加することが知られている [61]。
そのため、ヒューリスティックの改善のみならず、アルゴリズム自体の工

夫をしなければならない。この章では時間・空間制約がある場合の A*の代
わりとなるヒューリスティック探索の発展を紹介する。これらのアルゴリズ
ムはメリット・デメリットがあり、問題・計算機環境によって有効な手法が
異なる。よって、A*を完全に取って代わるものは一つもないと言える。
ビームサーチ (beam-search)は非最適解を高速に見つけるための手法であ

る。実行時間・メモリ消費の双方が限られた状況においてなるべく良い解を見
つけたい場合に使われる。自然言語処理などでも使われている。分枝限定法
(branch-and-bound)は非最適解を見つけやすい問題で特に有効な手法であり、
メモリ消費が小さいというメリットがある。反復深化A* (iterative deepening

99
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A*) は線形メモリアルゴリズムであり、メモリが足りない問題で使われる。
両方向探索 (bidirectional search) は初期状態とゴール状態の両方から探索を
はじめ、二方向の探索が交わるところを探す方法である。ヒューリスティッ
ク関数の精度が悪いときに有用である場合が多いことが知られている。シン
ボリック探索 (symbolic search)は二分決定グラフ (Binary Decision Diagram)
を用いて状態集合を表すことによってノードの集合に対して一度に演算を行
う手法である。新奇性に基づく枝刈りは目新しくない状態は枝刈りする。並
列探索 (parallel search)は複数のコアや計算機を使うことでメモリと計算時間
の両方の問題を解決する。

6.1 ビームサーチ (Beam Search)

ビームサーチ (beam-search) は実行時間・メモリ消費の双方が限られた状況
においてなるべく良い解を見つけたい場合に使われる。実装は非常にシンプ
ルである。探索中にオープンリストがビーム幅よりも大きくなった場合、最
も有望ではないノードを取り除いていくというものである。プライオリティ
関数を gとする場合、すなわち幅優先探索とする場合を特にビームサーチと
呼ぶ場合もある。ビームサーチは許容的ではない。有望ではないノードを探
索から取り除いているため、最適解を発見する保証がない。ビームサーチの
メリットはメモリ効率である。オープンリストの大きさを一定に保つため、
メモリの消費量が抑えられる。より正確にはビームサーチのメモリ消費量は
ビーム幅と探索の深さの積に比例する (O(kd))。特に重複検出を必要としな
いような問題であればクローズドリストも取り除くことでメモリ消費量を探
索ノード数に関わらず一定にすることができる。メモリにハード制約がある
ような状況下であるときに有効である。ビームサーチはビーム幅を適切に設
定することが良い解を発見するために重要である。ビーム幅を動的に設定す
る方法はいくつか提案されている [97]。
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アルゴリズム 7:ビームサーチ (Beam Search)
Input :非明示的状態空間グラフ (s,Goal, Expand,w)、プライオ

リティ関数 f、ビーム幅 k

Output : sからゴール状態への経路、経路が存在しなければ ∅
1 Open← {s}, Closed← {s}, d(s)← 0, g(s)← 0;
2 while Open ̸= ∅ do
3 u← argminu′∈Open f(u

′) ;
4 Open← Open \ {u};
5 while |Open| > k do
6 u← argmaxu′∈Open f(u

′) Open← Open \ {u};
7 if Goal(u) then
8 return Path(u);
9 for each v ∈ Expand(u) do

10 if v /∈ Closed or g(u) + w(u, v) < g(v) then
11 Open← Open ∪ {v};
12 d(v)← d(u) + 1;
13 g(v)← g(u) + w(u, v);
14 parent(v)← u;

15 if v /∈ Closed then
16 Closed← Closed ∪ {v};
17 return ∅;
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6.2 分枝限定法 (Branch-and-Bound)

分枝限定法 (branch-and-bound)は非最適解が簡単に見つけられるが最適解を
発見するのは難しい問題、例えば巡回セールスパーソン問題のような問題
に使われることが多い。分枝限定法は広くコンピュータサイエンスで使われ
る汎用的な考え方である。アイディアとしては問題を複数のサブ問題に分割
(branch)し、これまでに得られた解よりも悪い解しか得られないサブ問題を
枝刈りする (bound)、というアイディアである。特にメモリ効率の良い深さ優
先分枝限定法 (Depth-First Branch-and-Bound)が探索分野ではよく使われる。
分枝限定法の処理は一般的な木探索に加えて枝刈りが行う (アルゴリズム 8)。

アルゴリズム 8:深さ優先分枝限定法 (Branch-and-Bound)
Input :非明示的状態空間グラフ (E , u0,G, w)、ヒューリスティッ

ク関数 h

Output : u0からゴール状態への経路、経路が存在しなければ ∅
1 U ←∞;
2 P ← ∅;
3 (U,P )← DFB&B((E , u0,G, w), 0, U, P );
4 return P ;

一般に、アルゴリズムの実行に従って最適解とは限らない解を次々と発見
する手法において分枝限定法の考え方が採用できる。すなわち現在発見され
た中でもっとも良い解 (incumbent solution)を用いて探索範囲を限定していく
アイディアである。A*探索と比較して分枝限定法の利点は、任意時間アルゴ
リズム (anytime algorithm)であることである。任意時間アルゴリズムとはプ
ログラムを適当なタイミングで停止しても解を返すアルゴリズムを指す。A*
探索は最適解を発見するまで他の非最適解を発見することはない。一方、分
枝限定法はすぐに何かしらの解を見つけることができる。そして探索の過程
で現在の解よりも良い解を発見し、だんだんと解のクオリティを上げていき、
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アルゴリズム 9: DFB&B((E , u,G, w), g, U, P ): 分枝限定法の再帰計
算

1 if G(u) then
2 if g < U then
3 U ← g;
4 P ← Path(u);

5 else
6 Succ(u)← E(u), sorted according to h;
7 for v ∈ Succ(u) do
8 if g + h(v) < U then
9 (U,P )← DFB&B((E , v,G, w), g + w(u, v), U, P );

10 return (U,P )

最終的に最適解を発見する。そのため、どのくらい長い間探索に時間をかけ
てよいかが分からない場合、任意時間アルゴリズムは理想的である。関連し
て、A*のそのような問題を解決した任意時間A* (Anytime A*)というアルゴ
リズムもある [98, 54, 120]。例えば単純にwA*においてwの値を大きなもの
からだんだんと 1に近づける方法がシンプルで効率的である。A*や任意時間
A*と比較した分枝限定法のもう一つの利点はオープンリストなどのデータ構
造を必要としない深さ優先探索であることである。そのためメモリ・キャッ
シュ効率が良い。一方、重複検出を行わない木探索であるため、ノードの重
複が多いドメインでは性能が悪いことが多い。
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6.3 反復深化深さ優先探索 (Depth First Iterative Deepen-
ing)

A*探索は時間・空間の両方がボトルネックになるが、現代の計算機環境では
多くの場合空間制約がよりネックになる。これは A*が重複検出のために展
開済みノードをすべてクローズドリストに保存していることに起因する。

3.2節で述べたように、重複検出は正しい解を返すためには必須ではない。
グラフに対して木探索を行うことも出来る。しかしながら、単純な幅優先木
探索・深さ優先木探索はパフォーマンスの問題がある。
反復深化深さ優先 (depth first iterative deepening) (DFID)は深さ優先探

索もメモリ効率と幅優先探索の効率性を併せ持った賢いアルゴリズムである
[87, 123]。アイディアとしては、閾値 costを１ずつ大きくしながら、繰り返
しコスト制限付き深さ優先 (CLDFS)を実行する (アルゴリズム 10)。CLDFS
が解を見つければその解を返して停止し、見つけられなければ costを１つ大
きくしてもう一度 CLDFSを実行する。

DFIDは閾値を大きくする度に一つ前のイテレーションで展開・生成した
ノードをすべて展開・生成しなおさなければならない。各イテレーション内
でもクローズドリストを保持していないために重複検出が出来ない。なので、
アルゴリズム全体を通して大量の重複ノードが出る可能性がある。一見非常
に効率が悪いように思えるかもしれないが、実はあまり損をしないことが多
い。分枝数を b、最適解のコストを c∗とする。DFIDは c∗回目のイテレーショ
ンで生成するノードの数はおおよそ 1 + b + b2 + ... + bc

∗
= O(bc

∗
)である。

c∗ − 1回目のイテレーションで生成されるノードの数はその数のおよそ 1/b

倍である。c∗ − 2回目のイテレーションではその更に 1/b倍と、指数的に生
成ノード数は減っていく。そのため、DFID全体でノードを生成する回数は、
c∗回目のイテレーションでノードを生成する回数とあまり変わらない。

DFIDのメリットはいくつかある。まず、コスト wが 0となるアクショ
ンが存在しない場合、必要なメモリ量が最適解のコストに対して線形である
(O(bc∗))。そのため、幅優先ではメモリが足りなくなって解けないような難
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しい問題でも DFIDなら解ける可能性がある。
メモリ量と関連してもう一つの重要なメリットはキャッシュ効率である。

上述のようにDFIDは必要なメモリ量が非常にすくない。また、メモリアク
セスパターンもかなりリニアである。そのため、ほぼキャッシュミスなく探
索を行えるドメインも多い。例えば、スライディングタイルパズルなどの状
態が少ないビット数で表せられるドメインでは特にキャッシュ効率が良く、1
ノードの展開速度の差は圧倒的に速い [87]。

DFIDは解を返す場合、得られた解が最適解であることを保証する。DFID
をはじめとする重複検出のないアルゴリズムを用いる際の問題は、解がない
場合に停止性を満たさないことである。問題に解がなく、グラフにループが
ある場合、単純な木探索は停止しない。よって、この手法は解が間違いなく
存在することが分かっている問題に対して適用される。あるいは、解が存在
することを判定してから用いる。例えばスライディングタイプパズルは解が
存在するか非常に高速に判定することが出来る。

アルゴリズム 10:反復深化深さ優先 (Depth First Iterative Deepening)
Input :非明示的状態空間グラフ (E , u0,G, w)
Output : u0からゴール状態への経路、経路が存在しなければ ∅

1 U ′ ← 0;
2 P ← ∅;
3 while P = ∅ and U ′ ̸=∞ do
4 U ← U ′;
5 (U ′, P )← CLDFS-DFID((E , u0,G, w), 0, U);

6 return P ;

6.3.1 反復深化A* (Iterative Deepening A*)

反復深化 A* (IDA*)は木探索に対してヒューリスティックを用いた、非常に
メモリ効率の良いアルゴリズムである [87]。DFIDと同様、コストを大きく
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アルゴリズム 11: CLDFS-DFID: DFIDのためのコスト制限付き深さ
優先

Input :非明示的状態空間グラフ (E , u,G, w)、経路コスト g、
閾値 U

Output : uからゴール状態への経路、経路が存在しなければ ∅
1 U ′ ←∞;
2 if G(u) then
3 return (U ′, Path(u));
4 for each v ∈ E(u) do
5 if g + w(u, v) ≤ U then
6 U ′, P ← CLDFS-DFID((E , v,G, w), g + w(u, v), U);
7 if P ̸= ∅ then
8 P ′ ← (u, P );
9 return (U ′, P ′);

10 else if g + w(u, v) < U ′ then
11 U ′ ← g + w(u, v);

12 return (U ′, ∅);
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しながら繰り返しCLDFSを呼ぶ。ただし、DFIDでは g値によってコストを
制限していたのに対して、IDA*では f 値によってコストを制限する。f 値に
よって制限することによってヒューリスティック関数を用いることができる。
アルゴリズム 13は IDA*での CLDFSである。コストが f 値で制限されてい
ること以外アルゴリズム 11と同一である。

IDA*は深さ優先探索を繰り返すので消費メモリが非常に少ない。なので
A*ではメモリが足りなくなって解けないような難しい問題でも IDA*なら解け
る可能性がある。DFIDと同様にキャッシュ効率も非常に良い場合がある。例
えばスライディングタイルパズルでは IDA*のほうがA*よりも速く解を見つ
けることができることが知られている [87]。何度も何度も重複して同じノー
ドを展開しているのにも関わらずである。

DFID同様、IDA*は解を返す場合、得られた解が最適解であることを保
証する。IDA*も解がない場合に停止性を満たさない。

アルゴリズム 12:反復深化 A* (Iterative Deepening A*)
Input :非明示的状態空間グラフ (E , u0,G, w)、ヒューリス

ティック h

Output : u0からゴール状態への経路、経路が存在しなければ ∅
1 U ′ ← h(u0);
2 P ← ∅;
3 while P = ∅ and U ′ ̸=∞ do
4 U ← U ′;
5 (U ′, P )← CLDFS-IDA((E , u0,G, w), 0, U);

6 return P ;

6.4 両方向探索 (Bidirectional Search)

両方向探索 (bidirectional search) は初期状態とゴールの両方から探索をする
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アルゴリズム 13: CLDFS-IDA: IDA*のためのコスト制限付き深さ
優先

Input :非明示的状態空間グラフ (E , u,G, w)、経路コスト g、
閾値 U

Output :コストの上界と uからゴール状態への経路、経路が存在
しなければ ∅

1 U ′ ←∞;
2 if G(s) then
3 return (U ′, Path(u));
4 for each v ∈ E(u) do
5 if g + w(u, v) + h(v) > U then
6 if g + w(u, v) + h(v) < U then
7 U ′ ← g + w(u, v) + h(v);

8 else
9 U ′, P ← CLDFS-IDA(v, g + w(u, v), U);

10 if P ̸= ∅ then
11 P ′ ← P ||u;
12 return (U ′, P ′);

13 return (U ′, ∅);
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手法である [115]。初期状態からゴールを目指して探索する方向を正方向探
索、ゴールから初期状態を目指して探索する方向を逆方向探索と呼ぶ。両方
向探索が可能であるためにはゴール条件が具体的にゴール状態あるいはゴー
ル状態の集合として得られることが必要である。
両方向探索のメリットは探索の深さが正方向探索のみの手法と比較して

半分になることである。最適解の深さが dであると仮定すると、分枝数を b

とすると正方向探索のみではO(bd)個程度のノードを展開しなければならな
い。一方、両方向探索を行った場合、正・逆方向の探索の深さが d/2になっ
た時点で二つの探索がつながり、ゴールへの経路が発見できる。このとき展
開しなければならないノードの数はO(bd/2) · 2であるので、正方向探索より
も非常に少ない展開ノード数で探索が出来るポテンシャルがある。直感とし
ては、両方向探索をすると半径が半分の円が２つできるので、面積としては
正方向探索よりも小さくなると考えると良い (図 6.1)。
両方向探索はヒューリスティック関数が不正確な時には正方向探索よりも

効率的であることが多い [10]。一方、ヒューリスティック関数が正確である
場合は正方向探索のみの方が効率的な場合が多い。両方向探索は最悪の場合
A*探索のおよそ倍のノード展開数になるが、単純な両方向ヒューリスティッ
ク探索だとノード展開数は A*の倍程度になることが実験的に示されている
[10]。
両方向探索は長らく最適解の保証が難しかったが、正方向探索と逆方向探

索がちょうど真ん中で重なる (meet-in-the-middle)ことを保証する方法が 2016
年に提案された [66]。

6.5 外部メモリ探索 (External Search)

グラフ探索は重複検出のために今までに展開したノードをすべて保持しなけ
ればならない。よって、保持できるノードの量によって解ける問題が決まっ
てくる。探索空間があまりに大きすぎると、ノードが多すぎてメモリに乗り
切らないということが起きる。



110 チャプター 6. 時間・空間制限下のヒューリスティック探索
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図 6.1: 両方向探索

外部メモリ探索 (External Search) は外部記憶、HDDや SDDを用いるこ
とでこの問題を解決する [23]。すなわち、オープンリストとクローズドリス
トの一部を外部記憶に保持し、必要に応じて参照しメモリに持ってくる、と
いうことをする。外部メモリ探索のミソは、外部記憶へのアクセス回数をど
のように減らすかにある。表 6.1は一般的なコンピュータのキャッシュ・メ
モリ・ハードディスクへのアクセスレイテンシーを比較した表である1。メ
モリから 1MB逐次に読みだすオペレーションは 250,000 nanosecかかるが、
ハードディスクからの読出しは 20,000,000 nanosecもかかる。更にハードディ
スクにランダムアクセスする場合 (Disk seek)は 8,000,000 nanosecもかかる。
よって、HDDは工夫して使わなければ実行時間が非常に遅くなってしまう。
一般に外部メモリが効率的であるためには問題に何らかの制約が必要に

なる。例えばアルゴリズム 14にある外部メモリ幅優先探索 (external breadth-
first search) (External BrFS)はグラフが無向グラフの時にしかうまくいかな
い [106]。
外部メモリ幅優先探索は深さ iのノードを Open(i)に保持する (図 6.2)。

Open(i)にあるノードを全て展開し、生成されたノードをR(i)に保存する。
R(i)にあるノードからOpen(i− 1), Open(i− 2)と重複したノードを取り除
き、残ったノードをOpen(i+1)に入れる。このような操作をすることによっ

1表は (https://gist.github.com/jboner/2841832)より。

(https://gist.github.com/jboner/2841832)
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表 6.1: 一般的なハードウェアのアクセス速度。メモリへのアクセス速度に対
して外部記憶のアクセスは遅い。加えて、ランダムアクセスは seekの時間が
かかるためさらに遅くなる。

nano sec
命令実行 1
L1キャッシュから Fetch 0.5
分枝予測ミス 5
L2キャッシュから Fetch 7
mutexロック・アンロック 25
メインメモリから Fetch 100
SSDから 4KBをランダムに Read 150,000
メモリから 1MBの連続した領域を Read 250,000
ディスクから新しい領域を Fetch 8,000,000
SSDから 1MBの連続した領域を Read 1,000,000
ディスクから 1MBの連続した領域を Read 20,000,000
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図 6.2: 外部メモリ幅優先探索の操作
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アルゴリズム 14: 外部メモリ幅優先探索 (External Breadth-first
search)

Input :非明示的状態空間グラフ (E , u0,G, w)
Output : u0からゴール状態への経路、経路が存在しなければ ∅

1 Open(−1)← ∅;
2 Open(0)← {u0};
3 i← 1;
4 while Open(i− 1) ̸= ∅ do
5 if ∃(u ∈ Open(i− 1))G(u) then
6 return Path(u);
7 R(i)← u|u ∈ E(u′), u′ ∈ Open(i− 1);
8 for each v ∈ R(i) do
9 parent(v)← u s.t. v ∈ E(u);

10 Open(i)← R(i) \ (Open(i− 1) ∪Open(i− 2));
11 i← i+ 1;

12 return ∅;
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て、外部メモリ幅優先探索は深さ iのノードを展開するときはOpen(i)のみ
をメインメモリに保持し、他の展開済みノードはすべて外部メモリに置くこ
とができる。

グラフが無向グラフである場合、状態uと同じ状態は深さ d(u)−2, d(u)−
1, d(s)にしか現れない。よって深さ iのノードの集合R(i)は深さ i− 1, i− 2

で発見されたノードとだけ重複検出をすれば十分である。そのためオープン
リストの全ノードではなく、Open(i − 1), Open(i − 2)のみを外部メモリか
ら読み込んでくればよい。

もしグラフが有向グラフである場合、Open(0), Open(1), ..., Open(i− 1)

まですべてと重複検出を行う必要があり、その場合外部メモリに何度もアク
セスしなければならない。

外部メモリを利用した探索は幅優先に限らず、様々な (整数の)プライオ
リティ関数に対応してデザインすることができる。外部メモリ A*は外部メ
モリを用いた A*探索である [36]。

6.6 シンボリック探索 (Symbolic Search)

二分決定グラフ (Binary Decision Diagram) (BDD)は二分木によってブーリ
アンの配列からブーリアンへの関数 Bn → Bを効率良く表すグラフ構造であ
る [4, 18]。シンボリック探索 (symbolic search)は BDDを使って状態の集合、
アクションの集合を表し、BDD同士の演算によって状態の集合を一気に同時
に展開していく手法である [37, 38]。A*探索がノードを一つずつ展開してい
き、一つずつ生成していく手間と比較して非常に効率的に演算が出来るポテ
ンシャルを秘めている。また、オープン・クローズドリストを BDDで表せ
られるため、メモリ消費量が少なくなる場合がある。2014年の International
Planning Competitionの Sequential Optimal部門 (最適解を見つけるパフォーマ
ンスを競う部門)の一位から三位までをシンボリック探索が総なめした [134]。
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図 6.3: 特徴表現の例

表 6.2: 特徴関数の例

状態 コメント ブーリアン表現 特徴関数
0 初期状態 00 ¬x0¬x1
1 - 01 ¬x0x1
2 - 10 x0¬x1
3 ゴール状態 11 x0x1

6.6.1 特徴表現 (Symbolic Representation)

説明のために非常なシンプルなスライディングタイルパズルを考える (図
6.3)。初期状態でタイルは位置 0にあり、タイルを右か左に動かすことが出
来る。タイルを位置 3に動かせばゴールである。この問題では状態は 4通
り (S = {0, 1, 2, 3}) しかないが、可能な状態の集合は 24 通りある (2S =

∅, {0}, {1}, {2}, {3}, {0, 1}, ..., {0, 1, 2, 3})。オープン・クローズドリストが保
持する状態の集合はこのべき集合の要素である (Open,Closed ∈ 2S)。

特徴表現 (symbolic representation)はこの状態の集合を効率よく表現する
ための手法である。状態の集合O ∈ 2S に対して、ある状態 sがOに含まれ
ているかを返す関数 ϕO : 2S → {0, 1}を特徴関数 (characteristic function)と
呼ぶ。

ϕOはOに含まれる状態を全て明に保持すれば表現することが出来るが、
もっと簡潔に表現することもできる。まず、4通りの状態を 2つのブーリア
ン変数 s = (x0, x1)で表すと S = {00, 01, 10, 11}になる。この表現を用い
ると、例えば O = {0}とすると、ϕO(x) = ¬x0¬x1 と表すことが出来る。
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O = {0, 1}ならば ϕO(x) = ¬x0となる。
アクションによる状態遷移も特徴関数 Trans : S × S → {0, 1}によって

定義される。アクション a ∈ Aによって状態 xから x′ に遷移するならば、
Transa(x, x

′)は真を返す (かつその時のみ)。アクション集合 Aによる遷移
は Trans(x, x′)によって表現され、Trans(x, x′)は Transa(x, x

′)が真とな
る a ∈ Aが存在する場合に真を返す (かつその時のみ)。
図 6.3の問題で可能なアクションは (00) → (01), (01) → (00), (01) →

(10), (10) → (01), (10) → (11), (11) → (10)の６つである。これらを表す遷
移関数は

Trans(x, x′) = (¬x0¬x1¬x′0x′1)
∨ (¬x0x1¬x′0¬x′1)
∨ (¬x0x1x′0¬x′1)
∨ (x0¬x1¬x′0x′1)
∨ (x0¬x1x′0x′1)
∨ (x0x1x

′
0¬x′1)

(6.1)

となる。アクションのコストがある場合は Trans(w, x, x′)として表現さ
れ、Trans(x, x′)は Transa(x, x

′)が真となる a ∈ Aが存在し、かつそのア
クションのコストが wである場合に真を返す (かつその時のみ)。

6.6.2 二分決定グラフ (Binary Decision Diagram)

状態の集合や遷移関数はブーリアンによる特徴関数によって表すことができ
る。この特徴関数は二分決定グラフ (binary decision diagram) (BDD)という
データ構造によってコンパクトに保持しつつさまざまな集合演算を行うこと
ができる。
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図 6.4: x0x1を表す決定木 (左)と BDD (右)

定義 11 (二分決定グラフ、BDD): BDDはループのない有向グラフであ
り、ノードとエッジはラベルが付いている。単一の根ノードと２つのシ
ンクがあり、シンクのラベルは 1と 0である。sink以外のノードのラベ
ルは変数 xi(i ∈ {1, ..., n})であり、エッジのラベルは 1か 0である。

BDDは決定木と同様な処理によって入力 xに対して {1, 0}を返す。すな
わち、根ノードから始まり、ノードのラベル xiに対して、入力 xの xiが 1で
あればラベル 1が付いたエッジをたどり、0であればラベル 0をたどる。こ
れを繰り返し、シンクにたどり着いたらシンクのラベルの値を返す。決定木
と異なり BDDは木ではなく、途中で合流などがあるため、決定木よりも空
間効率が良い場合が多い (図 6.4)。BDDは集合演算によってたくさんの状態
に対して同時に展開・重複検知を行い、探索を進めることができる。

6.6.3 特徴関数による状態空間の探索

状態空間の探索は特徴関数の演算によって表現することが出来、その演算は
BDDの演算によって実装することが出来る。

ある状態集合 S に対して、s ∈ S となる sの次状態の集合を S の image
と呼ぶ。Sの imageは以下の特徴関数によって表すことが出来る。
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ImageS(x
′) = ∃x(Trans(x, x′) ∧ ϕS(x)) (6.2)

これを使ってグラフ探索アルゴリズムを実装することが出来る。例えば
ImageOpen(x

′)はオープンリストにあるノードを全て展開して生成されるノー
ドの集合になる。重複検出にはこの中からClosed(x)に入っていないノード
を取り出せばよい (ImageOpen(x) ∧ ¬Closed(x))。

imageを繰り返し求めていくことで幅優先木探索は簡単に実装すること
が出来る。まず、初期状態 s0だけによる集合 S0 = {s0}を考える。これに対
して ϕSiは集合 Siを表す特徴関数だとする。これを用いることで次状態集合
を次々と求めることが出来る：

ϕSi(x
′) = ∃x(ϕSi−1(x) ∧ Trans(x, x′)) (6.3)

簡単に言えば、状態x′は、もし親状態xがSi−1に含まれていれば、Siに含
まれる。探索を停止するためには探索した状態にゴール状態が含まれているか
をテストしなければならない。ゴールテストも特徴関数を用いて表すことが出
来る。ゴール状態集合T を表す特徴関数をϕT とすると、ϕSi(x

′)∧ϕT ̸= false

であれば Siはゴール状態を含む。
アルゴリズム 15はシンボリック幅優先木探索である。imageの計算とゴー

ルテストによって実装することが出来る。
Construct関数はゴールに至るための経路を計算する関数である。ϕSi ∧

ϕT (x)によってゴール状態、解経路における iステップ目の状態 (si)が得ら
れる。次に Trans(ϕSi−1 , si)によって i− 1ステップ目の状態 si−1が得られ、
Transaを見ていくことで i− 1ステップ目のアクションが得られる。これを
繰り返すことによって元の解経路を復元することが出来る。ゴール状態は一
つ取り出せば十分であるため、Constructの計算時間は大きくはない。
シンボリック幅優先木探索は幅優先探索と同様、解の経路長が最短であ

ることを保証する。
重複検出を行う場合はクローズドリストに展開済みノードを保存する必

要がある。この展開済みノードも特徴関数及びBDDで表すことが出来る。ア
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アルゴリズム 15:シンボリック幅優先木探索 (Symbolic Breadth-first
Tree Search)

Input :非明示的状態空間グラフ (E , u0,G, w)
Output : u0からゴール状態への経路、経路が存在しなければ ∅

1 S0 ← {u0};
2 for i← 1, 2, ... do
3 ϕSi(x)← ∃x(ϕSi−1(x) ∧ Trans(x, x′))[x′/x];
4 if ϕSi(x) ∧ ϕT ̸= false then
5 return Construct(ϕSi ∧ ϕT (x), i);

ルゴリズム 16はシンボリック幅優先グラフ探索のコードである。アルゴリ
ズム 15と異なり特徴関数 Closedを用いて重複検出を行っている。

ヒューリスティック関数を用いたシンボリック探索としてはシンボリック
A*などがある [37]。シンボリック幅優先探索では g値毎にオープンリストを
分けていたがシンボリック A*では f 値と h値のペア毎にオープンリストを
分けることで f 値の小さい状態を優先して探索する。

6.7 新奇性に基づく枝刈り (Novelty-based Pruning)

状態空間を広く探索することは局所最適やデッドエンドに陥らないためには
必要である。より新奇性 (novelty)のある状態を優先して探索することによっ
て広く状態空間が探索できると考えられる。状態空間が非常に大きい場合は、
よりアグレッシブに、すでに生成された状態と似たような状態を枝刈りして
いく方法がある。
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アルゴリズム 16: シンボリック幅優先探索 (Symbolic Breadth-first
search)

Input :非明示的状態空間グラフ (E , u0,G, w)
Output : u0からゴール状態への経路、経路が存在しなければ ∅

1 S0 ← {u0};
2 Closed← {u0};
3 for i← 1, 2, ... do
4 Succ(x)← ∃x(ϕSi−1(x) ∧ Trans(x, x′))[x′/x];
5 ϕSi(x)← Succ(x) ∧ ¬Closed(x);
6 Closed(x)← Closed(x) ∨ Succ(x);
7 if ϕSi(x

′) ∧ ϕT ̸= false then
8 return Construct(ϕSi ∧ ϕT (x), i);

6.7.1 状態の新奇性 (Novelty)

状態に対して新奇性を定義する試みは古くから人工知能研究にある [96]。な
ので新奇性の定義も様々であるが、本書では [50]の定義に従い、新奇性を以
下のように定義する。

定義 12 (新規性、Novelty): m 個の特徴関数の集合 h1, h2, ...., hm に
対して新たに生成された状態 s の新奇性 w(s) は n であるとは、n 個
の特徴関数によるタプル {hi1 , hi2 , .., hin}が存在し、hi1(s) = hi1(s

′),
hi2(s) = hi2(s

′),...,hin(s) = hin(s
′)を満たす生成済みの状態 s′が存在せ

ず、かつ、この条件を満たすそれよりも小さいタプルが存在しない。

特徴関数は単純に状態変数の値を返す関数を使うことができる [50, 101]。
つまり状態 s = {v1, v2, ..., vm}に対して特徴関数は hi = viとする。この場
合、w(s) = mであれば状態変数がすべて同じノードがすでに生成済みであ
るということなので、sは重複したノードである。このため枝刈りのために
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新奇性を定義する場合はこれが便利である。

6.7.2 幅制限探索 (Width-Based Search)

アルゴリズム 17:幅制限探索 (Width-based search)
Input :非明示的状態空間グラフ (E , u0,G, w)、特徴関数

h0, h1, ..., hm−1、幅 i

Output : u0からゴール状態への経路、経路が存在しなければ ∅
1 Open← {u0}, Closed← ∅;
2 while Open ̸= ∅ do
3 u← argminu′∈Open f(u

′) ;
4 Open← Open \ {u};
5 if G(u) then
6 return Path(u);
7 for each v ∈ E(u) do
8 H(v)← {j|j ∈ {0, 1, ...,m− 1}, hj(v) = 1};
9 H ← {j|j ∈ {0, 1, ...,m− 1}, hj(v) ∈ Closed};

10 if |H \ Closed| ≥ i then
11 Open← Open ∪ {v};
12 parent(v)← u;

13 for each h ∈ H(v) \ Closed do
14 Closed← Closed ∪ {h};
15 return ∅;

幅制限探索 (width-based search)は状態の新奇性に基づいてノードを枝刈
りする手法である [100]。新奇性によってノードを枝刈りするので、解が存
在しても発見される保証はない (完全性を満たさない)。

IW(i)は新奇性が iよりも大きい状態を枝刈りする探索である。新奇性に
基づく枝刈りには 2つのメリットがある。一つは状態空間が著しく小さくな
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る。もう一つは幅を制限することで生成済みノードをクローズドリストにす
べて保存する必要がなくなる。その代わり保存しなければならない情報は、
生成済みの特徴のタプルのうち大きさが i以下のものの集合である。これが
ないと新奇性を計算することができない。IWにおけるクローズドリストは
過去に真であったことのある特徴の集合である。状態 sにおいて真である特
徴の集合をH としたとき、H に存在しClosedに存在しない特徴の数が i以
上かどうかを確認し、i以上であればそのノードを生成する。そうでなけれ
ば枝刈りを行う。

幅 iを大きくするほど発見できる解のクオリティが上がりやすいが、一
方探索空間は iに対して指数的に大きくなっていく。このトレードオフを調
整しやすくするために新奇性の定義域を有理数に拡張した幅制限探索が提案
されている [50]。

6.7.3 反復幅制限探索 (Iterative Width Search)

反復幅制限探索 (iterative width search)は幅制限探索を幅を大きくしながら解
を発見するまで繰り返すアルゴリズムである [100]。IW(i)は幅 iが大きくな
るほど解のクオリティが良くなるが、より大きな状態空間を探索することに
なる。反復幅制限探索は小さい幅からはじめ、解が見つからない・良い解で
なければ幅を大きくして再度探索を行う手法である。いずれ幅の大きさが特
徴の数と同じまでになるので、反復幅制限探索は解があればいずれ必ず発見
する。

6.8 並列探索 (Parallel Search)

近年コンピュータ一台当たりのコア数は増加を続けており、コンピュータクラ
スタにも比較的容易にアクセスが出来るようになった。Amazon Web Service
のようなクラウドの計算資源も普及し、将来的には並列化が当然になると考
えられる。並列化の成功例は枚挙にいとまないが、近年のディープラーニング
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アルゴリズム 18:反復幅制限探索 (Iterative Width Search)

1 i← 1;
2 P ← ∅;
3 while P = ∅ do
4 P ← IW (i);
5 i← i+ 1;

6 return path

はまさに効率的な並列計算アーキテクチャによって得られたブレイクスルー
であるといえる。グラフ探索アルゴリズムの並列化に考えなければならない
オーバーヘッドは様々であり、それらの重要性は問題、インスタンス、マシ
ン、さまざまな状況に依存する。CPU並列ではハッシュによってノードを各
プロセスにアサインし、各プロセスはアサインされたノードのみを担当して
探索を行うというフレームワークが有効である。より詳細な議論は [48]を参
照されたい。

6.8.1 並列化オーバーヘッド (Parallel Overheads)

理想的には nプロセスで並列化したら n倍速くなってほしい。逐次アルゴ
リズムと比較して、プロセス数倍の高速化が得られることを完全線形高速化
(perfect linear speedup)と呼ぶ。しかしながら、殆どの場合完全線形高速化は
得られない。それは並列化にさいして様々なオーバーヘッドがかかるからで
ある。[71]の記法に従うと、並列化オーバーヘッドは主に以下の３つに分け
られる。

定義 13 (通信オーバーヘッド、communication overhead): プロセス間で
情報交換を行うことにかかる時間を通信オーバーヘッド (communication
overhead) (CO)と呼ぶ。
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通信する情報は様々なものが考えられるが、オーバーヘッドとなるものは
ノードの生成回数に比例した回数通信を必要とするものである。すなわち、
ノードの生成回数 nに対して log(n)回しか通信を行わない場合、その通信に
よるオーバーヘッドは無視出来るだろう。ここではノードの生成回数に対す
るメッセージ送信の割合を COと定義する：

CO :=
他プロセスへ送信されたメッセージの数

生成されたノードの数
. (6.4)

例えば、ハッシュなどによってプロセス間でノードの送受信を行いロードバ
ランスを行う手法 (e.g. 後述するHDA*)の場合、通信するメッセージは主に
ノードである。この場合：

CO :=
他プロセスへ送信されたノードの数

生成されたノードの数
. (6.5)

となる。COは通信にかかるディレイだけでなく、メッセージキューなどの
データ構造の操作も行わなければならないので、特にノードの展開速度が速
いドメインにおいて重要なオーバーヘッドになる。一般に、プロセス数が多
いほど COは大きくなる。

定義 14 (探索オーバーヘッド、Search Overhead): 並列化によって余分
に増えた展開ノード数の割合を探索オーバーヘッドと呼ぶ。

一般に並列探索は逐次探索より多くのノードを展開することになる。こ
のとき、余分に展開したノードは逐次と比較して増えた仕事量だと言える。
本書では以下のように探索オーバーヘッドを定義する：

SO :=
並列探索で展開されるノード数
逐次探索で展開されるノード数

− 1. (6.6)

SOはロードバランス (load balance) (LB)が悪い場合に生じることが多い。

LB :=
各プロセスに割り当てられたノード数の最大値
各プロセスに割り当てられたノード数の平均

. (6.7)
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ロードバランスが悪いと、ノードが集中しているスレッドがボトルネッ
クとなり、他のスレッドはノードがなくなるか、あるいはより f 値の大きい
(有望でない)ノードを展開することになり、探索オーバーヘッドになる。
探索オーバーヘッドは実行時間だけでなく、空間オーバーヘッドでもあ

る。ムダに探索をした分だけ、消費するメモリ量も多くなる。分散メモリ環
境においてもコア当りの RAM量は大きくなるわけではないので、探索オー
バーヘッドによるメモリ消費は問題となる。

定義 15 (同期オーバーヘッド、Coordination Overhead): 他のスレッドの
処理をアイドル状態で待たなければならない時間の割合を同期オーバー
ヘッド (coordination overhead)と呼ぶ。

アルゴリズム自体が同期を必要としないものだとしても、メモリバスの
コンテンションによって同期オーバーヘッドが生じることがある [19, 82].
これらのオーバーヘッドは独立ではなく、トレードオフの関係にある。多

くの場合、通信・同期オーバーヘッドと探索オーバーヘッドがトレードオフ
の関係にあたる。

6.8.2 並列A* (Parallel A*)

並列 A* (parallel A*) (PA*)は A*探索のシンプルな並列化である [69]。PA*
は一つのオープンリスト・クローズドリストを全てのプロセスで共有してア
クセスする。オープンリスト・クローズドリストには複数のプロセスが同時
にアクセスできないようにロックがかけられる。PA*の問題点はデータ構造
を一つに集中させているため、分散メモリ環境の場合はアクセスに大きな通
信オーバーヘッドが生じることである。共有メモリ環境の場合でも、それぞ
れのプロセスは他のプロセスがデータ構造にアクセスしている間にはアクセ
スできないため、同期オーバーヘッドが生じる。この同期オーバーヘッドは
プロセスの数が増えるほど問題になる。ロックフリーのデータ構造を使って
もこのオーバーヘッドは解消されない [19]。
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6.8.3 ハッシュ分配A* (Hash Distributed A*)

PA*の問題点はすべてのプロセスが共有された一つのデータ構造へアクセ
スしなければならない点である。このような手法を集中型手法 (centralized
approach) と呼ぶ。共有データ構造へのアクセスは計算のボトルネックとな
り、スケーラビリティの限界点になってしまう。そのため、A*の並列化には
各プロセスが自分のオープンリスト・クローズドリストを持ち、アクセスを
分散させる分散型手法 (decentralized approach)が有力である。分散型手法は
データ構造へのアクセスが分散するため同期オーバーヘッドを解消される。
一方、各プロセスがアクセスするデータ構造が異なるため、各プロセスの仕
事量を均等に分配しずらいというロードバランシング (load balancing) の問
題が生じる。各プロセスに対してどのようにして仕事を均等に分配するかが
問題になる。
ハッシュ分配 A* (Hash Distributed A*) (HDA*) [82]は state-of-the-artの

並列A*探索アルゴリズムである。HDA*の各プロセスはそれぞれローカルな
オープンリスト、クローズドリストを保持する。ローカルとは、データ構造
を保持するプロセスが独占してアクセスを行い、他のプロセスからはアクセ
スが不可能であるという意味である。グローバルなハッシュ関数によって全
ての状態は一意に定まる担当のプロセスが定められる。各プロセス T の動作
は以下を繰り返す (アルゴリズム 23)：

1. プロセス T はメッセージキューを確認し、ノードが届いているかを確
認する。届いているノードのうち重複でないものをオープンリストに
加える (A*同様、クローズドリストに同じ状態が存在しないか、クロー
ズドリストにある同じ状態のノードよりも f 値が小さい場合に重複で
ない)。

2. オープンリストにあるノードのうち最もプライオリティ(f 値)の高い
ノードを展開する。生成されたそれぞれのノード nについてハッシュ
値H(n)を計算し、ハッシュ値H(n)を担当するプロセスに非同期的に
送信される。
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HDA*の重要な特徴は２つある。まず、HDA*は非同期通信を行うため、
同期オーバーヘッドが非常に小さい。各プロセスがそれぞれローカルにオー
プン・クローズドリストを保持するため、これらのデータ構造へのアクセス
にロックを必要としない。次に、HDA*は手法が非常にシンプルであり、ハッ
シュ関数Hash : S → 1..P を必要とするだけである (P はプロセス数)。しか
しながらハッシュ関数は通信オーバーヘッドとロードバランスの両方を決定
する為、その選択はパフォーマンスに非常に大きな影響を与える。

HDA*が提案された論文 [82]では Zobrist hashing [142]がハッシュ関数と
して用いられていた。状態 s = (x1, x2, ..., xn)に対してZobrist hashingのハッ
シュ値 Z(s)は以下のように計算される：

Z(s) := R0[x0] xor R1[x1] xor · · · xor Rn[xn] (6.8)

Zobrist hashingは初めにランダムテーブルRを初期化する 4。これを用い
てハッシュ値を計算する。

Zobrist hashingを使うメリットは２つある。一つは計算が非常に速いこと
である、XOR命令はCPUの演算で最も速いものの一つである。かつ、状態の
差分を参照することでハッシュ値を計算することが出来るので、アクション
適用によって値が変化した変数のR[x]のみ参照すれば良い。もうひとつは、
状態が非常にバランスよく分配され、ロードバランスが良いことである。一
方、この手法の問題点は通信オーバーヘッドが大きくなってしまうことにあ
る。この問題を解決するためにState abstractionという手法が提案された [19]。
State abstractionは状態 s = (x1, x2, ..., xn)に対して簡約化状態 (abstract state)
s′ = (x′1, x

′
2, ..., x

′
m), where m < n, x′i = xj(1 ≤ j ≤ n). State abstraction

は簡約化状態からハッシュ値への関数の定義はされておらず、単純な linear
congrugent hashingが用いられていた。そのため、ロードバランスが悪かった。

Abstract Zobrist hashing (AZH)は Zobrist hashingと Abstractionの良い点
を組み合わせた手法である [70]。AZHは featureから abstract featureへのマッ
ピングを行い、abstract featureを Zobrist hashingへの入力とするという手法
である：



128 チャプター 6. 時間・空間制限下のヒューリスティック探索

アルゴリズム 19: Hash Distributed A*
Input :非明示的状態空間グラフ (E , u0,G, w)、ヒューリスティッ

ク関数 h、ハッシュ関数 H

Output : u0からゴール状態への経路、経路が存在しなければ ∅
1 Closedp ← ∅, Openp ← ∅, Bufferp ← ∅ for each thread p;
2 OpenH(u0) ← {u0}, g(u0)← 0;
3 goal ← ∅, c′ ←∞;
4 for each process p do
5 while not TerminateDetection() do
6 for each (v, gv, pv) ∈ Bufferp do
7 if v /∈ Closed or gv < g(v) then
8 Open← Open ∪ {v};
9 g(v)← gv;

10 parent(v)← pvv;

11 if v /∈ Closed then
12 Closed← Closed ∪ {v};
13 Bufferp ← ∅;
14 while Openp ̸= ∅ and mins∈Openpf(s) < c′ do
15 u← argminu′∈Open f(u

′) ;
16 Open← Open \ {u};
17 if G(u) and g(u) < c′ then
18 goal ← u;
19 c′ ← g(u);

20 for each v ∈ E(u) do
21 gv ← g(u) + w(u, v);
22 BufferH(v) ← BufferH(v) ∪ {(v, gv, u)};
23 return Path(goal);
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アルゴリズム 20: Zobrist Hashing
Input : s = (x0, x1, ..., xn)

1 hash← 0;
2 for each xi ∈ s do
3 hash← hash xor R[xi];
4 return hash;

アルゴリズム 21: Zobrist Hashingの初期化
Input : V = (dom(x0), dom(x1), ...)

1 for each xi do
2 for each t ∈ dom(xi) do
3 Ri[t]← random();

4 return R = (R1, R2, ..., Rn)

Z(s) := R0[A0(x0)] xor R1[A1(x1)] xor · · · xor Rn[An(xn)] (6.9)

ここで関数Aは featureから abstract featureへのマッピングであり、Rは
abstract featureに対して定義されている。

HDA*のための分配関数の自動生成方法は [71]にまとめられている。

6.9 Python実装

分枝限定法の実装は再帰による。再帰による深さ優先探索のコードとほぼ同
様である。

from search_node import SearchNode

from util import SearchLogger
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logger = SearchLogger()

def BnBEngine(problem, cur_node, best_solution, path=None):

logger.expanded += 1

if problem.is_goal(cur_node.state):

if cur_node.g < best_solution:

best_solution = cur_node.g

path = cur_node.get_path()

else:
actions = problem.get_available_actions(cur_node.state)

for a in actions:

next_state = problem.get_next_state(cur_node.state, a

)

next_node = SearchNode(next_state)

next_node.set_g(cur_node.g + problem.get_action_cost(

cur_node.state, a))

next_node.set_d(cur_node.d + 1)

next_node.set_prev_n(cur_node)

if next_node.g + problem.heuristic(next_state) <

best_solution:

logger.generated += 1

best_solution, path = BnBEngine(problem,

next_node,

best_solution,

path)

else:
logger.pruned += 1

return (best_solution, path)

def Branch_and_Bound(problem, best_solution=None):

init_state = problem.get_init_state()
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init_node = SearchNode(init_state)

init_node.set_g(0)

init_node.set_d(0)

if best_solution is None:

best_solution = float(’inf’)

logger.start()

solution_cost, path = BnBEngine(problem, init_node,

best_solution)

logger.end()

logger.print()
return (solution_cost, path)

反復深化深さ優先探索は、再帰による深さ優先探索のコードを変更する
だけで実装できる。

from search_node import SearchNode

from util import SearchLogger

logger = SearchLogger()

def CLDFS_DFID(problem, cur_node, max_priorty, priority_f):

logger.expanded += 1

if problem.is_goal(cur_node.state):

return [cur_node]

else:
actions = problem.get_available_actions(cur_node.state)

for a in actions:

next_state = problem.get_next_state(cur_node.state, a

)

next_node = SearchNode(next_state)

next_node.set_g(cur_node.g + problem.get_action_cost(

cur_node.state, a))

next_node.set_d(cur_node.d + 1)
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next_node.set_prev_n(cur_node)

if priority_f(next_node) <= max_priorty:

logger.generated += 1

path = CLDFS_DFID(problem, next_node, max_priorty

, priority_f)

if len(path) > 0:

path.append(cur_node)

return path

else:
logger.pruned += 1

return []

def IterativeDeepening(problem, priority_f):

logger.start()

max_priorty = 1

path = []

while len(path) == 0:

init_state = problem.get_init_state()

init_node = SearchNode(init_state)

init_node.set_g(0)

init_node.set_d(0)

init_node.set_prev_n = 0

path = CLDFS_DFID(problem, init_node, max_priorty,

priority_f)

max_priorty += 1

logger.end()

logger.print()
return path

def DepthFirstIterativeDeepening(problem):
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return IterativeDeepening(problem, lambda node: node.g)

反復深化 A* (IDA*)はこのコードを使えばプライオリティ関数を変える
だけで実装できる。

from depth_first_iterative_deepening import IterativeDeepening

def IterativeDeepeningAstar(problem):

return IterativeDeepening(problem, lambda node: node.g +

problem.heuristic(node.state

))

並列探索の実装は手間がかかる。特に計算機クラスターなどの分散メモリ
環境で動くコードを実装するためにはMPIライブラリなどを使い、message
passingを行う必要がある。ここでは 1台のコンピュータで実行される共有メ
モリ環境で動くコードを実装する。プロセスではなくスレッドを使って並列
化を行う。

from threading import Thread, Lock

from multiprocessing import Value, Array

import queue

from search_node import SearchNode

from util import SearchLogger

from bucket_openlist import BucketOpenList

from hash_closedlist import HashClosedList

def terminate_detection(has_job, terminating, confirm_terminating

, n_threads, thread_id):

if not has_job:

terminating[thread_id] = True

for i in range(n_threads):
if not terminating[i]:

return False
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confirm_terminating[thread_id] = True

for i in range(n_threads):
if not confirm_terminating[i]:

return False

return True

else:
terminating[thread_id] = False

confirm_terminating[thread_id] = False

return False

def search_thread(problem,

priority_f,

open,
closed,

buffers,

n_threads,

thread_id,

incumbent_cost,

incumbent_goal_node_pos,

incumbent_lock,

terminating,

confirm_terminating,

logging):

terminating[thread_id] = False

confirm_terminating[thread_id] = False

while (True):

while not buffers[thread_id].empty():

recv_node = buffers[thread_id].get()

f = priority_f(recv_node)

if (not closed.is_explored(recv_node)) and (f <

incumbent_cost.value

):

open.push(recv_node, f)
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closed.push(recv_node)

logging.generated += 1

else:
logging.pruned += 1

if terminate_detection(len(open) > 0, terminating,

confirm_terminating,

n_threads, thread_id):

break

if (len(open) == 0):

continue

node = open.pop()
logging.expanded += 1

if problem.is_goal(node.state) and (node.g <

incumbent_cost.value):

incumbent_lock.acquire()

incumbent_cost.value = node.g

idx = closed.find(node)

incumbent_goal_node_pos[0] = thread_id

incumbent_goal_node_pos[1] = idx[0]

incumbent_goal_node_pos[2] = idx[1]

print("incumbent solution updated: ", incumbent_cost.

value)

incumbent_lock.release()

else:
# Expand the node

actions = problem.get_available_actions(node.state)

for a in actions:

next_state = problem.get_next_state(node.state, a

)

next_node = SearchNode(next_state)
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next_node.set_g(node.g + problem.get_action_cost(

node.state, a))

next_node.set_d(node.d + 1)

next_node.set_prev_n(node)

f = priority_f(next_node)

if (f < incumbent_cost.value):

dst = hash(next_state) % n_threads

buffers[dst].put(next_node)

return

def HashDistributedGraphSearch(problem, priority_f=None,

n_threads=2):

init_state = problem.get_init_state()

init_node = SearchNode(init_state)

init_node.set_g(0)

init_node.set_d(0)

init_node.set_prev_n = 0

init_dst = hash(init_state) % n_threads

init_h_value = priority_f(init_node)

opens = [BucketOpenList(C_min=init_h_value, C_max=

init_h_value*8)] * n_threads

closeds = [HashClosedList()] * n_threads

opens[init_dst].push(init_node, priority_f(init_node))

closeds[init_dst].push(init_node)

# Data structure to keep the incumbent solution

incumbent_lock = Lock()

incumbent_cost = Value(’f’, 1000000000000000.0)

incumbent_goal_node_pos = Array(’i’, [0, 0, 0])
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# Data structure to keep the termination status

terminating = Array(’b’, [False] * n_threads)

confirm_terminating = Array(’b’, [False] * n_threads)

# Buffer for asynchronous message passing

waiting_buffers = [queue.Queue() for i in range(n_threads)]

loggings = [SearchLogger() for i in range(n_threads)]
threads = []

for i in range(n_threads):

t = Thread(target=search_thread,

args=(problem,

priority_f,

opens[i],

closeds[i],

waiting_buffers,

n_threads,

i,

incumbent_cost,

incumbent_goal_node_pos,

incumbent_lock,

terminating,

confirm_terminating,

loggings[i]))

threads.append(t)

global_logger = SearchLogger()

global_logger.start()

for i in range(n_threads):
threads[i].start()

for i in range(n_threads):
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threads[i].join()

pos = incumbent_goal_node_pos.get_obj()

incumbent_goal_node = closeds[pos[0]].get_by_index(pos[1],

pos[2])

path = incumbent_goal_node.get_path()

global_logger.end()

global_logger.expanded = sum([l.expanded for l in loggings])

global_logger.generated = sum([l.generated for l in loggings]

)

global_logger.pruned = sum([l.pruned for l in loggings])

global_logger.print()

この実装は早くなっただろうか？おそらくこの実装で実行した場合、並
列化の恩恵を受けることはほとんどないだろう。並列化の恩恵を受けるため
には、より複雑な問題を解くか、あるいはより洗練されたmessage passingを
行う必要がある。

6.10 まとめ

ヒューリスティック探索の手法は数多く提案されており、それぞれ様々な長
所・短所がある。時間・空間制限があり A*探索ではうまくいかない条件で
あっても、別のヒューリスティック探索手法であれば解決できるかもしれな
い。すべての状況で有効な手法は存在しないため、状況に応じて適切な手法
を選択する必要がある。

これらの手法はA*探索と比較してやや複雑なため、実装するのに苦労す
るかもしれない。可能であれば、その手法を実装して試す前に事前に「その
手法で本当に目の前の問題を解決できるのか？」を見積もることが出来ると
よいだろう。
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6.11 練習問題

1. あなたはグリッド経路探索問題を解こうとしている。あなたの目的は
経路を見つけることであり、その経路の長さは重要ではない。このと
き分子限定法を用いることは適切か？

2. (難問)直感的には両方向探索は有効に思えるかもしれないが、実はほ
とんどの場合単方向探索の性能を超えることが難しい。何故だろうか？

3. 反復深化A*探索とA*の秒間のノードの展開速度を比較してみよう。ど
ちらの方が速いだろうか？また、どのような問題に対してどちらの方
が適しているだろうか？

4. 今あなたはある状態空間問題を解こうとしている。経験的に、A*探索
を使った時解の深さが d程度である場合まで解けていることが分かっ
ている。それ以上解が深い場合はメモリが足りず解くことが出来ない
ようである。このとき、外部メモリA*探索を使うことで、どのくらい
の深さまで解くことができるか見積もることはできるだろうか？ただ
し、その問題の分枝度は 4であり、外部メモリはおよそ内部メモリの
1000倍程度であるとする。

5. さらに解が深い問題を解くためにはどのようなアルゴリズムを使うと
良いだろうか？このとき実行時間に制限はないものと仮定する。

6. どのような特徴を持った問題であれば並列化によって解の発見を高速
化しやすいだろうか？

6.12 関連文献

両方向探索で正方向ではゴール状態までのコストの推定、逆方向では初期状
態までのコストの推定を用いたヒューリスティック探索を Front-to-End戦略
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と呼ぶ [115]。Front-to-Front戦略は反対方向のオープンリストに入っている
状態への距離の推定を用いたアルゴリズムである [127]。Front-to-Front戦略
はコストの推定がより正確である代わりに各オープンリストに入っている状
態のペアすべてに対してヒューリスティック値を計算し、それを更新し続け
なければならない。Perimiter searchはこの問題を解決するため、探索の方向
を一度だけ変える手法である [33, 103]。最初は逆方向探索である深さまで探
索をしてからあとは正方向で探索を行う。

[140]は状態空間をいくつかの部分空間に分割し、その分割内でそれぞれ
オープン・クローズドリストを持つという Structured Duplicate Detectionを用
いた外部メモリ探索を提案した。Solid state drive (SSD)は HDDと比べて高
速なだけでなく、得意なアクセスパターンが異なる。SSDの特徴を利用した
外部メモリ探索アルゴリズムも提案されている [99]。
現在提案されているシンボリック探索はほとんどBDDを用いたものであ

る。BDD以外のデータ構造、例えば Zero-surpressed Decision Diagram [107]
などをヒューリスティック探索に使う例は著者の知る限りない。

[93]は並列深さ優先探索のさまざまな実装を比較した。ハッシュ関数に
よって状態をプロセスに振り分けるアイディアはParallel Retracting A* (PRA*)
からである [43]。PRA*はプロセス間の同期処理が行っていたのに対して、
Transposition Table Driven Work Distribution (TDS) [122]は同期処理を行わな
いことによって性能を改善した。
執筆時現在、GPUや FPGAなどを用いたアルゴリズムはあまり例がな

い。GPU-Parallel A*はオープンリストをいくつものキューに分けて並列化し
た [141]。探索に GPUを用いる場合の一番の問題は GPUのメモリが非常に
小さいことである。そのためA*ではなく IDA*の並列化の研究もおこなわれ
ている [67]。GPUと CPUの両方を使った探索アルゴリズムも提案されてい
る [131]。



7
自動行動計画問題 (Automated Planning Problem)

本書の冒頭でグラフ探索アルゴリズムが人工知能のための技術として研究さ
れていると説明した。人工知能とはさまざまな定義で使われる言葉であるが、
グラフ探索は自動推論や自動行動計画のために使うことができるために研究
されている。この章では人工知能の一分野である自動行動計画問題 (automated
planning problem)について説明する [51]。自動行動計画は初期状態から命題
集合で表される目的を達成するためのプランを発見する問題である。自動行
動計画のためのモデルは様々提案されている。最も基本となるモデルは古典
的プランニング問題である [44]。古典的プランニングは完全情報1、決定的状
態遷移を仮定とするモデルであり、状態空間問題に含まれる [44]。古典的プ
ランニングによって様々な実問題を表すことができる。例えばロジスティッ
ク [60, 129]、セルアセンブリ [7]、遺伝子距離計算 [41]、ビデオゲーム [101]
など、様々な応用問題を含むモデルである。

1正確には完全情報ではなく、アクションの決定のために必要な情報がすべて得られると
仮定される。例えば問題に全く関係ない冗長な変数が含まれ、その情報がエージェントに与
えられない場合は完全情報ではないが、アクションの決定のためには不要な情報であれば古
典的プランニング問題で扱うことができる。

141
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7.1 定義

古典的プランニング問題の最も基本となる STRIPSモデル [44]に従って定義
する。

定義 16 ( STRIPS問題 P = (AP,A, s0, Goal)は命題変数の集合 AP、
アクションの集合 A、初期状態 s0 ⊆ AP、ゴール条件 Goal ⊆ AP か
らなる。アクション a ∈ Aには適用条件 pre : A → 2AP、追加効果
add : A→ 2AP、削除効果 del : A→ 2AP からなる。アクション aは適
用条件 pre(a)の命題を全て含む状態にのみ適用可能である。追加効果
add(a)はアクション aを適用すると状態に追加される命題の集合であ
り、削除効果 del(a)はアクション aを適用すると削除される命題の集合
である。古典的プランニングの目的は与えられた初期状態 s0からはじ
め、ゴール条件に含まれる命題がすべて含まれる状態に到達するまでの
アクションの列を求めることである。):

STRIPS問題は状態空間問題の一種である。状態空間は 2AP であり、アクショ
ン aを状態 sに適用後の状態 s′ = a(s)は

a(s) = (s ∪ add(a)) \ del(a) (7.1)

である。状態空間問題であるので、状態空間グラフを考えることができ、ヒュー
リスティック探索によって解くことができる問題である。
上の定義では集合の言葉で定義したが、人工知能の言葉、命題論理の言葉

で説明することもできる。STRIPSモデルは命題論理 (propositional logic)で
書かれたモデルである。閉世界仮説 (closed-world assumption)を仮定し、真
であると示されていない命題は全て偽であるとする。状態 s0 = p1 ∧ p2 ∧ ...

は命題論理で書かれた世界の状態である。アクションの適用条件はアクショ
ンを適用するために真であるべき命題である。追加効果はアクションを適用
した後に真になる命題、削除効果は偽になる命題である。ゴール条件はゴー
ル状態で真であるべき命題である。
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このように古典的プランニングは論理エージェントと非常に密接な関係
がある。古典的プランニングに興味がある方は [123]を参照されたい。

7.2 プランニングドメイン記述言語:　Planning Domain
Definition Language

Planning Domain Definition Language (PDDL) [1]はプランニング問題を記述
されるために用いられる言語の一つである。PDDLはプランニング問題を
一階述語論理 (first-order predicate logic)で表現する。PDDLはドメイン記述
とインスタンス記述の２つに分けられ、Lispのような文法で書かれる。図
7.2と図 7.3はブロックスワールド問題のドメイン記述とインスタンス記述
である。ここでドメインとインスタンスは計算理論などで定義される問題
(problem)とインスタンス (instance)に対応する。ドメイン記述は問いの集合
を定義し、インスタンスはその個例に対応する。例えば「グリッド経路探索
問題」はドメインであり、そのうちの特定の一つのマップがインスタンスに
対応する。ドメイン記述には述語 (predicate) (predicates)とアクション
スキーム (action scheme) (action)がある。インスタンス記述にはオブジェ
クト (object) (objects)と初期状態 (init)、ゴール条件 (goal)がある。こ
れら以外にも例えばオブジェクトの型などを定義することができるが、簡単
のためここではこれら基本の文法のみを紹介する。

PDDLに記述された一階述語論理は命題論理に変換できる。まず、命題
集合AP は述語に含まれる変数にオブジェクトを割り当てることによって得
られる。図の例だと例えば (on A B), (on A C), (ontable D),...

などの命題がAP に含まれる。アクション集合Aはアクションスキームに含
まれる変数にオブジェクトを割り当てることによって得られ、アクションの
変数は parametersに定義される。アクション aの適用条件 pre(a)はアク
ションスキームの preconditionにオブジェクトを割り当てることで得ら
れる。effectのうちnotのついていない命題は add(a)に対応し、notのつ
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図 7.1: Blocks worldドメイン

いた命題は del(a)に対応する。例えばアクション (pickup A)の適用条件
は(clear A), (ontable A), (handempty)、追加効果は(holding

A)、削除効果(ontable A), (clear A), (handempty)である。初期
状態 s0 は initの命題集合である。この例では (CLEAR C) (CLEAR A)

(CLEAR B) (CLEAR D) (ONTABLE C) (ONTABLE A)である。ゴール
条件Goalは goalの命題集合である。つまり、ゴール状態集合 T はGoalを
含む状態の集合である。

PDDLのミソは一階述語論理によってプランニング問題を記述する点で
ある。状態空間に含まれる命題を一つ一つ記述するのではなく、述語とオブ
ジェクトの組み合わせによって複数の命題をコンパクトに記述することがで
きる。また、インスタンス記述を変えることで同じドメインの異なるインス
タンスをモデルすることができる。例えばブロックスワールドのドメイン記
述はそのままに、インスタンス記述のオブジェクトや initなどを変えるこ
とで違う問いにすることができる。

PDDLは状態空間問題だけでなくより広く様々な問題を扱うことができ
る [1, 46]。Fast Downwardは PDDLの文法の多くをサポートしているので試
してみるには便利である。



7.2. プランニングドメイン記述言語:　PLANNING DOMAIN DEFINITION LANGUAGE145

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

;;; 4 Op-blocks world

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

(define (domain BLOCKS)

(:requirements :strips)

(:predicates (on ?x ?y)

(ontable ?x)

(clear ?x)

(handempty)

(holding ?x)

)

(:action pick-up

:parameters (?x)

:precondition (and (clear ?x) (ontable ?x) (

handempty))

:effect
(and (not (ontable ?x))

(not (clear ?x))

(not (handempty))

(holding ?x)))

(:action put-down

:parameters (?x)

:precondition (holding ?x)

:effect
(and (not (holding ?x))

(clear ?x)

(handempty)

(ontable ?x)))

(:action stack

:parameters (?x ?y)

:precondition (and (holding ?x) (clear ?y))

:effect
(and (not (holding ?x))

(not (clear ?y))

(clear ?x)

(handempty)

(on ?x ?y)))

(:action unstack

:parameters (?x ?y)

:precondition (and (on ?x ?y) (clear ?x) (handempty)

)

:effect
(and (holding ?x)

(clear ?y)

(not (clear ?x))

(not (handempty))

(not (on ?x ?y)))))

図 7.2: blocks-worldの domainファイル
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(define (problem BLOCKS-3)

(:domain BLOCKS)

(:objects A B C)

(:INIT (CLEAR C) (CLEAR B) (ONTABLE C) (ONTABLE B)

(ON C A) (HANDEMPTY))

(:goal (AND (ON A B) (ON B C)))

)

図 7.3: blocks-worldの instanceファイル

7.3 古典的プランニング問題の例

プランニングは様々な問題解決に役立てることができる。ここでは簡単にプ
ランニングによってどのような問題がモデルできるかを紹介する。

1. エアポート (airport)空港の地上の交通管理を行う問題である。飛行機
の離着陸の時間が与えられるのに対し、安全かつ飛行機の飛行時間を
最小化する交通を求める問題である。

2. サテライト (sattellite)人工衛星は与えられた現象を撮影し、地球にデー
タを送らなければならない。このドメインはNASAの人工衛星の実際
の応用から考案されたものである。

3. ローバー (rovers)ローバーとは惑星探査ロボットのことである。この問
題は惑星探査ロボットのグループを使って惑星を探索する計画を作る
問題である。ロボットらは興味深い地形などの写真を取るなどの作業
を実行する必要がある。このドメインもNASAの応用をもとにしたも
のである。

4. パイプスワールド (pipesworld) 複数の原油の油田から複数の目的地に
パイプを通して送りたい。各目的地に定められた量を送るように調整
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することが目的である。パイプのネットワークはグラフとしてモデル
されており、また同時に原油を通せないパイプの組が存在する。

5. セルアセンブリ (cell assembly) セルアセンブリは狭いセルの中で働き
手が複雑な製品を作成する工場システムである。大規模な製造ライン
と比較して、セルアセンブリは主に中程度の数 (100個程度など)の製
品を作るために使われる。製品の開発や受注生産などに対応して、今
生産しなければならない製品を手早く作成するためのセルの行動プラ
ンを考えることが問題の目的である。[7]

6. ゲノムリアレンジメント (genome rearrangement) ゲノムリアレンジメ
ントは多重整列問題の一つである。ゲノム間の編集距離とは類似性を
測るための指標として使われ、生物の進化の歴史をたどるために使わ
れる。編集距離はあるゲノムから操作を繰り返してもう一方のゲノム
に変換するためのコストの総和として定義される。プランニングモデ
ルを用いることでより様々な操作を定義することができる。例えば遺
伝子の位置に入れ替えなど、2.2.3節で説明したように単純にグリッド
経路探索に落とし込むことのできない複雑な操作を考えることができ
る。[41]

7. トラック (trucks)ロジスティクスと呼ばれる問題の一種である。トラッ
クを運転してすべての荷物をそれぞれ定められた運び先に届ける問題
である。ただしトラックが運べる荷物の総量は有限であるため、それ
を考慮して経路を考えなければならない。加えて、届けるまでの期限
が存在する荷物が存在する。

これらの問題はすべて問題に特化した特別なアルゴリズムをそれぞれの
問題に対して開発することもできる。多くの場合、特化アルゴリズムの方が
汎用プランナーよりも高速である。プランナーの利点は問題に特化した実装
をしなくても PDDLを書くだけで問題を解くことが出来るという点にある。
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7.4 ヒューリスティック関数の自動生成

PDDLにはヒューリスティック関数は何を使えばよいかなどの情報は書かれ
ていない。よって、PDDLを入力とする状態空間問題を解く場合、エージェ
ントはヒューリスティック関数を自動生成しなければならない。PDDLから
ヒューリスティック関数を自動生成する手法はプランニング研究の最も重要
な研究課題の一つである。

ヒューリスティックの生成方法の一つの指針としては 4.4節で言及した緩
和問題によるヒューリスティックが分かりやすい。すなわち、元の問題 P よ
りも簡単な問題 P ′を生成し、P の状態 sから P ′の状態 s′へのふさわしい関
数を定義する。そして h(s)の値を P ′における s′を初期状態とするゴールへ
の最適解にする。このようにしてヒューリスティック関数は自動生成するこ
とができる。

各アルゴリズムの実装は fast-downward 2を参照されたい。

7.4.1 ゴールカウントヒューリスティック (Goal Count Heuristic)

多くの問題ではゴールはいくつかの条件を満たした状態の集合として与えら
れる。ゴールカウントヒューリスティックは満たしていないゴール条件の数
をヒューリスティック値とする関数である。例えばスライディングタイルの
ゴール条件は全てのタイルが所定の位置にあることである。なので所定の位
置にないタイルの数を h値とすることが出来る。

ゴールカウントヒューリスティックは許容的であるとは限らない。コスト
１のアクションが２つのゴールを同時に満たすかもしれないからだ。１つの
アクションで同時に満たせるゴールが１つ以下である場合、そしてその時の
み、許容的である。

2http://www.fast-downward.org

http://www.fast-downward.org
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7.4.2 適用条件緩和 (Precondition Relaxation)

適用条件緩和 (precondition relaxation)はアクションの適用条件を無視し、す
べてのアクションをすべての状態で適用できる緩和問題を解くヒューリス
ティックである。すべてのアクションが適用できるようになるので、グラフ
のエッジの数が増えることになる。このとき、すべてのゴール条件の命題は
1ステップで満たすことができる。適用条件緩和はゴールカウントヒューリ
スティックに近いが、少しだけ適用条件緩和の方が正確である。なぜなら適
用条件緩和の場合、1. 複数のゴールを同時に満たすアクションがある場合、
そのアクションを 1ステップで実行することができ、2. アクションを適用す
ることによって一旦満たされた命題が削除されることがあるからである。適
用条件緩和された問題は元の問題と比べて非常に簡単になっているが、まだ
まだ難しい。なので更に緩和し、一度満たされた命題が削除されないとする
ことが多い。こうすると緩和問題は、追加効果 add(a)の和集合がゴール条
件を全て満たす Goal ⊆

∪
a∈A′ add(s)ような最小のアクション集合 A′を求

める問題になる。これはまさしく集合被覆問題 (set cover)である [75]。集合
被覆問題でもまだ NP困難問題であるがシンプルな貪欲で log nの近似アル
ゴリズムになる [25]。ただし近似アルゴリズムを使う場合、許容的なヒュー
リスティックではなくなってしまう。

7.4.3 削除緩和 (Delete Relaxation)

削除緩和 (delete relaxation)はアクションの削除効果を無視する緩和問題を用
いたヒューリスティックである [64]。この緩和問題では各アクション a ∈ A

の代わりに a+を用いる。a+は a+と同じ適用条件、追加効果を持っている
が削除効果が空集合である (del(a+) = ∅)。この緩和問題における最適解のコ
ストをヒューリスティック関数 h+として用いる。緩和問題では削除効果がな
いので状態に含まれる命題変数は単調増加していく。そのため元の問題より
も簡単になるが、これでもまだ NP困難である [21]。そのため h+を非許容
的に見積もるヒューリスティック、例えば additive heuristic [15]、FF heuristic
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[64]、pairwise max heuristic [108]、set-additive heuristic [80]などがつかわれ
る。これらを用いた場合得られるヒューリスティックは非許容的になる。

h+を許容的に見積もるヒューリスティックとしてはmax heuristic hmaxが
ある [15]。hmaxはゴール条件の各命題 t ∈ Goalに対してその命題一つのみ
をゴール条件と更に緩和した問題 (del(amax) = ∅, Goalmax = t)を解く。こ
のコストを c(t)として、hmaxはその最大値である (hmax = maxt∈Goal c(t))。
hmaxは許容的であるが、非許容的なヒューリスティックよりも探索の効率が
悪いこと多いことが実験的に示されている。ちなみに additive heuristicは最
大値の代わりに c(t)の総和を取るものである。非許容的である代わりに hmax

よりも性能が良いことが多い。

7.4.4 最長経路 (Critical Path)

最長経路ヒューリスティック (critical path heuristic) haslum:00は命題の集合を
全て満たすための最小コスト c(X)をX の大きさm以下の部分集合K ⊆ X

の最大値で近似する (cm(X) = maxX′⊆X,|X′|≤m cm(X ′))というアイディア
に基づいたヒューリスティックである。この近似は下界になるので許容的な
ヒューリスティックが得られる。max heuristicは最長経路ヒューリスティック
のうちm = 1の場合である (hmax = h1)。hm ≥ hm−1なのでmが大きいほ
ど正確な見積もりが出来るが、同時に計算コストがmに対して指数的に伸び
るトレードオフがある。

元々GraphPlanと呼ばれる並行プランナーで使われたアイディアに基づい
ている [14]。

7.4.5 抽象化 (Abstraction)

抽象化 (abstraction)ヒューリスティックは状態 sを抽象状態 α(s)への写像を
用いたヒューリスティックである。ヒューリスティック値 hα(s)は抽象化され
た状態空間 Sα = {α(s)|s ∈ S}でのゴールへの距離である。抽象化は元の問
題よりも簡単になるので許容的なヒューリスティックが得られる。ヒューリ
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スティックの性能は αの選択による。αの選択方法としてはパターンデータ
ベースヒューリスティック [29, 35, 65, 77]、merge-and-shrink [58, 59]などが
ある。

7.4.6 ランドマーク (Landmark)

プランニング問題のランドマーク (landmark)とは、全ての解の中で一度でも
真になることがある命題である [116]。初期状態とゴール条件に含まれる命
題はランドマークである。ランドマークの直感的な理解としては、問題を解
くために通過する必要がある中間目標地点である。

ランドマークカウント (landmark count)ヒューリスティックはこれから通
過しなければならないランドマークの数をヒューリスティック値とする。ラン
ドマークを全て正しく発見する問題は PSPACE困難なので近似をする必要が
ある。近似の方法によって非許容的なヒューリスティック (e.g. LAMA) [119]
を得る手法と許容的なヒューリスティックを得る手法がある [76]。
ランドマークカット (Landmark cut)はランドマークカウントを一般化し

たヒューリスティックである [57]。「全ての可能な解で真になる命題」はい
くつかは発見できるが、十分な数を発見するのはかなり難しい。なのでラン
ドマークカットはその代わりに「全ての可能な解で少なくとも一つが真にな
る命題の集合」を使う。このような命題の集合は justification graphと呼ばれ
るランドマーク発見のためのグラフのカットに相当するため、ランドマーク
カットと呼ばれる。

7.5 Python実装

PDDLプランナーの多くはC, C++で実装されているが、Pythonで書かれたプ
ランナーもある。pyperplan (pyperplan)は著名なプランニングの研究者らが
GPLv3で公開している Pythonで実装された STRIPSのプランナーである。基
本的な探索アルゴリズムや、ランドマーク、ランドマークカットなどのヒュー
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リスティック関数、また本書では扱っていないが充足可能性問題 (SAT)のソ
ルバーを利用したプランナーも実装されている。pyperplanは pipからイン
ストールできる。

pip install pyperplan

例えばランドマークカットヒューリスティックでA*探索を行うプランナー
を実行するには以下のようにする。

pyperplan -H=lmcut --domain=domain.pddl --problem=problem.pddl

7.6 まとめ

ヒューリスティック探索は PDDLで記述された幅広い問題を自動行動計画問
題として解くことができる。ヒューリスティック関数は人間がデザインする
必要はなく、PDDLから自動抽出した関数を利用して探索を効率化すること
ができる。

7.7 練習問題

1. グリッド経路探索問題を PDDLで記述し、それを pyperplanに入力して
解いてみよう。

2. いくつかのヒューリスティック関数を用いてグリッド経路探索問題を解
いてみて、どのヒューリスティック関数が最も効果的かを調べてみよ
う。例えばランドマークカットと FFヒューリスティックではどちらが
効率的だったか？

3. (難問)ヒューリスティック探索は幅広い自動行動計画問題を解くことが
できる。では、それぞれ個別の問題を解くためのアルゴリズムを考える
必要はあるのか？例えば巡回セールスパーソン問題はヒューリスティッ
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ク探索以外だとどのような手法が使われているか？ヒューリスティック
探索で解こうとすると、どのような問題があるのか？

7.8 関連文献

自動行動計画を状態空間探索アルゴリズムで解くための手法はStefan Edelkamp
and Stefan Schrodlの Heuristic Search Theory and Application [39]にまとめら
れている。状態空間探索アルゴリズム以外にも SATや CSPなどの制約充足
問題に変換して解く方法もある [42, 34, 124]。
状態遷移が確率的である問題を確率的プランニング (probabilistic planning)

と呼ぶ。確率的プランニングはマルコフ決定過程でモデルされることが多い。
更に不完全情報である場合は信念空間プランニング (belief space planning)問
題である。これらの問題は本文の範囲外とする。詳細は教科書を参照された
い [123]。
プランニングの問題定義やアルゴリズムの実装を見たい方は Fast Down-

ward [56]をオススメする。Fast Downwardは PDDLで表現された古典的プラ
ンニング問題を解く state-of-the-artのプランナーである。本書で紹介するア
ルゴリズムの多くが Fast Downwardに組み込まれている。
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