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Comme d’autre part

1 1 1 1
L > > .
log (0] + C (o] — ! | | )
_ 1 . . 5 g 1
S : : se confond prabiquement avee O. il en est de méne de 1
]()g[o"l’fc I_I’Jhy

et Pon peut par conséquent poser
I q

im M) ou Mi|ew|i~0

n = <=L

ce qui vérifierait Phypothese de Riemann touchant les zéros complexes de la fonction

Zeta. a savoir que 1
I F-a) == 0
2

Il saute aux yeux que les indualités qui précedent n'ont de sens que si Pon admet
la non-nullité de Texpression (1-—1) — o done de celles qui Tui sont lides — telle
qu'elle résulte de Fapplication de la formule générale (1 — 2t-n) ~Zin) = Ji(n) au
cas particulier de n = 1. Cela pourra heurler certains esprils conlormistes, mais on
voudra bien convenir qu'une hypothése qui vérifie la validité d'une formule pour le
cas qui en constitue I'unique dérogation sapparente de tros prés a une preuve d'exis-

tence.

) SiTon juge improbable la valeur

\,“.] =1
s-:_ll[ml\

n ]
lim V' = log?2
T
n=e gy B )
correspond dans notre notation a
(~] 1
V' , = log2 .
- [%] ==
s:0

c.-&-d. & une valeur non nulle pour une somme de valeur infimes toutes sauf une

1
inférieuresa .
@ |
Il est d'ailleurs évident que

~] [~] ]
. Z et 1,' — ! \ —
s:()[oo] o0 LUJ] shz-.l : .
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CHAPITRE I1

1. Suites fibonacciennes et proto-fibonaceiennes

On connait la suite de Leonardo Pisano dit Fibonacei /
1-2-3-5-8-13-21-31-55

que Lucas, dans I'étude quil en {it, a complétée par ies deux éléments initiaux

O et 1. la transformant ainsi en
0-1°1°2:3-5-8-13-21 ... «/

el posant, avee u, conume ¢lément de rang n.

U ==0, u;= 1, m,=—= L u.==2, u, 3.

Nous noterons la suite Fibonacei-Lucas par F(1) et ses éléments par

f.(1) avec
F(1)==0, [{1) =1, f,(1)=1. EAT)Y =2, ele.

Il est clair que la suite F(1) est une des innombrables suites récurrentes
que 'on peut former avee le paramétre n entier ou x réel ou méme 2 complexe,
suites F(n, x, z) qui sont dex fonctions de n, x ou 7, et dont les ¢léments sont
des polynomes en n. x ou z du méme ordre moins un que leurs indices respec-
tifs avee

fn,xoz) == 0

[inoxz) = n"xt 2

et avee la loi de formatioan

l(n,x.z) = (n.x.z)l. A(n,xz) 00 L(n,x,2)

Nous limitant pour Pinstant au cas de n entier et 3 titre d’exemples. nous

vovons qu'a F(1) correspond, pour n= 2 |
F(2) — 1-2:5-12-29-70-169 L/

(«’est ce que Lucas appelle la suite de Pell),




pour n==3 ,
F(3) = 1-3-10-33-109" 360
et en sens inverse, pour n-—10 ,

F(0) ==1:0-1-0-1-0"1

pour n=——1
F(—1) l1-—1-2-—3-5-—8-13-—
pour n=—-—2 ,

F(—2) = 1"—2-5-—12:29-— 70

s
F(—n) reproduisant F'(n) avee les mémes ¢léments, mais alfectés alter-
nativement des signes - et —

Nous donnerons a de lclles suites le nom de suites récurrentes additives (
ou fibonacciennes, chacune d’elles constituant, nous I"avons dit, une succession
de polynomes en n tels que

Indice: 12 3 1 3
Polynome: n” n' n*+41 n*+2n n'+3n*+1 n°+40*+3n....

dont les coefficients peuvent ¢tre ordonnés dans les tableaux suivants

pour F(n) pour F(—n)

coefficients qui, comme I’a remarqué Lucas, reproduizent les éléments du
triangle arithmétique de Pascal d cela prés que chaque rangée commence
deux rangées, et non une rangée, au-dessous de celle qui la précéde dans ledit
triangle.

Parallélement a F(n), nous appellerons suite récurrente soustractive ou -

! homgs -.;g-wm' i

Ui Deidiads,

proto-fibonaccienne (nous verrons pourquoi plus loin) et nous désignerons

gy
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par R(n) toute suite telle que pour chacun de ses éléments, avec 1,(n) =0
et r,(n) =1, on a la loi de formation

4
:
B
‘ r(n) = n’ (n) =1 L(n)

On constitue ainsi une suite de polynomes en n

3 4 5} 6
polynome: n, n'. n*—1, n* —2n, n*—3n+ 1, »—4n*+3n

o

indice: 1

dont les éléments peuvent étre ordonnés dans les mémes tableaux que les
précédents, mais v figurent alternés

pour R(n) pour R(—n)
Nous conviendrons d’appeler les suites F(n) et R(n) suites récurrentes

canoniques (additives ou soustractives) pour les distinguer des zuites issues

d’elles et qui obéissent aux mémes lois respectives de formation, mais dont

I'un des deux éléments initiaux non nuls ou méme les deux ensemble, c.-a-d.

ceux de rangs 1 et 2, égaux respectivement a 1 et n, ont subi une aliération

qui se répercute et s"amplifie dans les éléments suivants.

2. Suites récurrentes non canoniques

A titre d’exemple considérons la suite canonique additive /
F(2) = 1-2-5-12-29-70- 169

altérons-en I'élément de rang 2, c.-a-d., en le diminuant d’une unité, la loi
de formation des éléments restant la méme; on obtiendra la suite que nous
désignerons par F(2 ) et qui est telle que

F(2) = 1°1:3-7-17-41:9 .... —~_ (23757
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Si par contre on ajoute 1 & f.(2) au lieu de en soustraire, on obtient la

suite
F(2,)=13"7-17-1-99 .... ‘/

2.,
(qui, dans ce cas particulier, reproduit F(2 ) avee un rang d’avance, e.-a-d.

f(24) = 102 0) )

Au lieu d’altérer élément f,(2), c.-a-d. 2, altérons I'élément {,(2), c.-a-d.

1. en "augmentant de 1; on obtiendra ainsi une suite que nous noterons
F(,2) —=2-2:6-11"31-82-198

(qui. dans ce cas particulier, se trouve ¢galer 2 (2 )

Considérons maintenan! la suite sousiractive

R(3) ==1-3-8-21-55" 114

diminuant r.(3) de 1, onobtient la suite
R(3 ) = 1-2:5-13-34-80

augmentant r,(3) de L onobtient la suite

R(3,) — 1-14-11-20-76-199

augmentant r,(3) de 1, on obtient la <uite

R(,.3) — 2-3-7-18-47-123

On voit qu’on peut de la =orte former une multitude de suites récurrentes

irrégulicres en fonction d’une suite canonique additive ou soustractive, telles

que

F(n.,), R(n..). F(..n). R(. an)
les plus intéressantes, au moins pour notre propos. ¢lant

F(n ). R(n ). F(yn). R(,mn)

On a en en effet, pour les éléments de ces derniéres suites, les relations
suivantes
fo(n_,) d-f.(n) ou L(n) et r.(n ) — d-r.(n) ou i,(n)
fon,.) f.(n) + 1. (n) et r(ny,) — r.(n) + 1. ,(n)




par exemple
i ‘. F(2) 25122970169 - 408
' ' F(2 ) 1-1-3-7-17-41-99-239 ...
; F2.) = “3-7-17 4199239577
©21 55 141377 - 987
5 13-31-89-233-610
1-11-29-76-199-521 - 1364
ainsi que
. ()
r.(n)

Lm0 : ()

par exemple
F(,,1) = 2-2:6-11-31
2 1270 108
1 . 2 . D -
R(,3) — 2-3-7-18-47-123
3 z1
13

:’3\ Suites récurrentes primitives

Recherchons maintenant qui, du mode additif manifesté dans les suites
F(n) et du mode soustractif manifesté dans les suites R(n), est le mode pri-
mitif.

Dans ce but reprenons la suite (1) et séparons-en les ¢léments de rang
pair (0 comptant comme tel) des éléments de rang impair; on obtient deux

suites. 'une formée des ¢léments pairs

0-1-2-5-13-31-89

Iautre formce des ¢léments impairs

1-3-8-21-55"55" 144




Il est évident que la dernicre suite est la suite canonique soustractive ou
proto-fibonaccienne R(3), et que la premiére est la suite irrégulicre R(3_,)
ou d-R(3) ou R(3), de sorte que la suite additive I'(1) ou suite de Fibo-
nacci-Lucas est constituée par U'entrelacement, un & un, des ¢léments de deux

séries soustractives, soit

F(1) — i{(g__J) +R(3)

ou plus exactement “R(3 ) - 1R ,
car F(2) == 1-2-5-12-29-70 169

R(6 ,) +2-R(6) == d-R(6) -2 R(6) ,
et d’autres exemples établiraient que d’une facon générale on a

F(n) — R(n*+2 ) +n R+ 2)
= d'R(n*+2) + nR(n* + 2)

foopi(n) == n(n*+2 ) et f.(n) —= n-r(n®+2)
Considérons maintenant la suite
R(3) == 1-3-8-21-55- 114377

et séparons-en les éléments de rang pair et ceux de rang impair: on conslate

que

R(3) -= R(7,,) +3-R(T) ,

et que d’une facon générale on a

R(n) —= R(n*—2,,) +n-R(n*—2)

ropi(n) == r(n®—2,,) et ru(n) = n-r.(n* —2)

Parallélement & F(n) et R(n) on a, pour n entier négatif.

F(—n) = R(n*+2,) —n"R(»* +2) ,




&

par exemple

F(—3) = 1-—3-10"—33-109  —360-1189 - — 3927 ...
= (1-10-109-1189 ceer) —3(1-11-120- 1309 cell)
=R(B*+2.,)—3'R(3*+2) = R(11_,) —3-R(11);

et R(—n) = R(nf——2+,)—n'R(n2~—2)

par exemple

f
;
¥
!
i
|
f

2

R(—4) == 1'—;1'15'——56'209'—780'2911'——10864

S (1715020002011 L) —4(1-14-195 2716 ... )
SOR(P—20) —AR(1P2) = R(14,,) —4-R(14)

kl

et ces lois

e formation sappliquent méme aux cas ol n est imaginaire, par
exemple, aveec n—1 |

F(I) == R(F+2 ) +iR(# +2)
| F(—i) = R(®+2 ) —iR(E+2)
: R(i) == R(—2,)+iR( 2

R(—i) == R(i —2,))

Ce qui précede montre bien que ce sont des éléments r,(n) qui constituent
non seulement les suites R(== n), mais aussi les suites F(==n), a savoir
r(n*—2) et variante pour R(== n), r(n® = 2) et variante pour F(= n)

I est ainsi établi que les suites soustractives sont primitives par rapport aux

; - \ , . .
suites additives, et ¢’est dans ce sens qu’on peut appeler proto-fibonacciennes
s suites R (n) et leurs variantes.

4. Séries récurrentes

~
Les séries résultant des suites récurrentes canoniques, c.-a-d. V' f (==n) ,

sl

~
r.(==n), ou non canoniques, c.-a-d. Z f(
EEH 1

8

17

=n.,), Y f(..==n),

sl

/

-~

~
ro(==n...), Y r.( ., =n). sont divergentes mais sommables (E.q) pour
sl CIH

o~ ~
les séries V[ (~—n) et variantes, et pour les séries Y'r,(==n) ol n<2;

sl sl
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pour n >0 et 2 respectivement, elles zont peeudo-sommables (2, q) (on verra
plus loin ce que nous entendons par 1a).

Etant donné que, comme nous venons de le montrer, I'élément d’une suite
additive quelconque [,(n) se réduit & un ¢élément de suite soustractive

r.(n? 4 2_) ounr,, (n?+ 2), cesont essentiellement les séries formées
; ‘

>

d’¢léments v, (n) quil importe d*¢tudier et de caleuler.

Pour n< 2 on a les séries

~

\:L'F(i(,)) == 120—1=x0+1x0—1-=

2 1 4,0 8 16 160

S [ . - !

16 32 601 128 256 512 1021 2018

2 =0

1+F1+0—1—1—0+1+150—

3.0 9 27 B 8l 0 2:13

i |

= e ' o -l n
16 32 61 128 256 512 1021 2018

i

—=1—14+0+1—140+1—1—0-—+

1
(1. 1) . edede
" ) 2-—(—1) 241

De trés simples caleuls portant sur des =éries analogues

Vr(—2) =1-—2+43—4+5—6+ ... =

Ry T TG WY,

s 0l

Ly AT T N TR




== 1—-3+8—21+55—144+ ....

)

c.-a-d.

1
243

Vird(—4) = 1—1+15—56 +209—780 + ..

—

sl
. 1
c.-a-d. ‘ .
21

font pressentir une valeur

Vorg(==n) ‘ . (E.q)

pour n<2, ce qui revient a - (E, 1) pour n négatil.
)

11 est d'ailleurs évident que pour x quelconque tel que 0<Tx<(1, si la

formule (a) est correcte. on doit avoir
1 1 . . .
N (X)),

Von(x) ’_
A_‘r’“(x) 2 — X 1+(1__X) sil

L

R

c.-d-d. une équivalence de la série gfométrique alternée. comme le montre

Iexemple suivant:
faisant x == 0.01. ona parles differences
I

Vir (0.01) = 1+ 0,01-—-0,9999..—0,019999.. -+ 0,999700 . .

-4 0,029996 . . — 0,99910003 . . — 0,3999819 . . + 0,99900001 . .

-+ 0,049982 . .
soit, en bloquant en un seul les deux él¢ments, successifs de méme signe,

== 1,01 — 1.019899 . . + 1.029696 . .— 1,0393920 . . 4 0,04998Z .

101 0009890 .. 0000102 0,000001 (E.1)
2 1 8 16 '

= 0,502512.. (E.1) ,




F(2) 1:2:5-12-29-70-169 - 108
11 est clair que

F2.,) =

(1-2-5-12
F(2) —F(2) = 0

3

ce qui se traduit dans la série correspondante par

1—1 0

0—2 — 2

=

R(5) = 1-5-21-115-551-2610" 12619

11 est clair que
R(5.,) =— dR(5)==1"4-19-91" 436 - 2089 - 10009
1 (5—1)- (21 —5) (115—21) - (351 —115)
o (15-21-115 ...)—(1°5-21°115 ...)
— R(5) —R(5) -0 '

ce qui se traduit dans la série correspondante pav

—0 (s B

L. [
En d’autres termes et plus généralement, de

F(n..), R(n..) = F(n). R(n) =m-F(n), m" R(n) |

B i iia, S LA S sl

i e

résulte

o~ ~

Vo), Yra(n.,) = Y i (n), Vr(n) = me Y L(n), m- Vi (n)
s:1 -

s T TA

—_—

st 1 sl 501 o1 s:l
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de méme que

enlraine

(E, 1 ou ps E, 1)

6. Séries dérivées et intégrales

Seules concernent notre sujet les dérivées et intégrales premiéres: c’est
donc essentiellement ellesx que nous étudierons.

Nous avons dé¢ja va que
== I"u (n)

== {, (n)

c.--d. — en notant la dérivée soit par le d classique, soit de préférence par
un accent aigu qui coiffe la lettre significative —

1‘"./( (n) = Ty (n _1)

fom =1, ) .
par les exemples déja cités
r(:3) ©3-8-21-55-144-377 - 987
©13-34-89-233-610

~12-29-70-169 - 408
"+ 17+ 41 - 99 - 239




‘I{ I
L'intégrale de ry (n) est évidemment Y v (n), et celle de £, (n). Y {,(n)

EE 501
que nous noterons pour simplifier par Ir, (n) ou If, (n) ou, de préférence,

par un trait horizontal coiffant la letire caractéristique r ou f.

Il n’est pas inutile de relever. bien que ce soit évident, que r.(ny,) ne

se confond pas avee r,(n) ni f,(n,,) avec f,(n), puisqu’on a

Iy(ng,) = ro(n) + 10 (n) == o (n) —ry_.(n)
fllb(n+1) o f,“ (11) + f,“ 1(11) o [“,, (n) __f“ ._,(Il)

les formules les plus suggestives sont toutefois les suivantes

Fu(n) (ruga(n) —1) = ! (e (no) —1)

n-——2

fu(n) = (g (ng) —1)

n

pour n>2 dans r(n) et n >0 dans [(n).

Soit par exemple

r(4):
f(d):
ta(4):
(1)
on a bien

571 —1 I

LT, =

ro(4,,) = 989 = 1065 — 76 = 7,(4) —r,(4) ;




on a bien

b

L=t =" 77 = (h(4,) —1)

f(1,.,) = 1597 == 1691 — 91— £,(1) —1,(1)

Parmi les séries non canoniques i citer ici el bien qu’elles ne =oient pas,
~
Y nronT ler, des sties désvées. B les séries 3 "
a proprement parler, des séries dérivées, ligurent les séries M r (,, ==n) et
s:1

Nous avons vu précédemment que

E r.(4,0.01) \_: v, —001) — +1

s

on a de méme

vy, =n) = 41 (E,q ou ps E, q)

s
par exemple

23 LT 1847 11231322 .
1+143+8 1+21—3+55—8+144—21—....
1 (1348421 +.) —(1+3+8L214.)

1 M (3) — N (3)

B B

1




définissent essentiellement des ordinations d’ensembles et constituent par la
des projections de structures, des comprimés de formes sans matiere nume-

rique palpable.

Quant aux transfinis cardinauy, les aleph de Cantor, il est cluir que la

dénombrabilité incompléte des ensembles dlentiers R(2 + k) devrait dé-
terminer un réajustement de leur ordre et par 1d méme susciter un nouvel
examen critique des fondements de la Théorie des Fnsembles, qui n'en est

pas d’ailleurs & ses premicres contradictions.

2. Image géométrique des R(2 + k)

Nous avons assimilé la suite R(2) & un cercle dont une moitié contient
comme points le nombre O et les entiers naturels et dont 'autre moitic est
constituée par des nombres imaginaires que nous avons qualiliés d’anti-
entiers el qui =ont, grosso modo, la contrepartie négative des premiers, La
véritable infinitude d’une suite quelconque R (2 4 k) et le pas de progression
de ses éléments, différent pour chacun de celui qui le <uit alors qu’il est le
méme pour tous dans R(2), suggére une courbe ouverte et qui <’ éloigne régu-
liecrement de la courbe fermée R(2) selon une loi propre a chaque suite
R(2 4+ k). La courbe la plus adéquate semble étre une spirale logarithmique,

comme le montre -— grossi¢rement — la f{igure suivante:

_T2pec1 (2) =

“ro(2) = ry(3) =




On y voit que les R(2 k), partant des mémes éléments O et 1 que R(2),
développent autour du cercle Tiguré par R(2) une <pirale qui comporte un
Geart croissant d"autant plus vite que k est plus grand, tous les (2 + k)
se trouvant sur le méme axe que r;(2) c.-d-d. [oc |, de méme que tous les
o (2 F k) par rapporta ry g (2), e-dc
tous les ., (2 k) parrapportar, . (2) ou s ro].

-

1. 2[ 0] ou 0, et plus généralement

On ne sera pas surpris que la spirale convienne & 'image gu’on peut se
faire des suites R(2 - k) =i Ton se rappelle que les =éries des inverses des
Aéments 1. (2 k) alfectent dans le quadrant trigonométrigue ou dans son

voisinage la forme de séries loxodromiques.

.3. Nombres impairs et pairs des suites R(n)

Dans R(2) le nombre impair corvespond aussi bien aux éléments de
R(2,,) qu'a ceux de R(27—2,,), la premiére forme, plus simple, semblant

plus naturelle que la seconde, mais de Pexamen de la forme générale
R(n) ~— R(n*—2,,) T " R(n*—2)

il ressort que ¢’est pourtant la seconde qui est valable. Ainsi, prenant comme
exemple R(3), =i I'on forme une suite R(3*—2,,) avec les éléments de
rang impair et qu’on en tire Pintégrale R(3*—2,,), on retrouve les carrés

des éléments de la scérie orginelle R(3) tout comme il advient pour R(2);

1
21

377

111

1® 3 : 21°

alors que si Pon adopte R(3,,) — et plus généralement R(n,,) — comme

Ia lorme impaire, il vient par le méme procédé
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A

FEN
ry(3):
v (340):

T (30.):

~d-d. une forme générale
=ralng) = (g ('nb2)) = ()

= Tug(ng,)  pour w impair

R

= (n+2)-v, () pour u pair

B

La suite R(n) n’est done pas celle qui produit les impairs des suites
R(n), mais elle engendre ce qulon peut appeler des preudo-carrés, car on a

(ro(n,) re(ny ¥y ro ()

comme par exemple

N b ; . Tn g
c.-a-d. I'équivalent des nombres triangulaires : dans R(2.)

En bref, la suite R(2) peut former les carrés de ses éléments par deux
mécanismes et les suites R(2 -+ k) par un seul, le mécanisme qui manque
a ces derniéres produisant des pseudo-carrés et des pseudo-triangles, qui se
trouvent pour R(2) coincider avec les vrais.
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Les ¢éléments d'indices pairs dans R(2 <+ k) correspondent aux nombres
pairs dans R(2) et & la partie n- R(n* — 2) de R(n), les éléments 21(2),
3r(7), 4r(11), 5r(23), ete.... constituent done les nombres pairs dans
les suites B{2), R(3). R(1), R(5), ele. . ..

4. Nombres premiers des suites R (11)

Il est évident que la définition du nombre premier doit éire étendue a
toutes les suites analogue 3 R(2) et qu’en conséquence un nombre premier
dans une suite queleonque R(n) est un ¢lément qui n’est divisible que par
deux ¢léments de celle suite, 4 =avoir I'¢lément unité et soi-méme. Or, g1 on
compare les premiers ¢léments des suites R(2), R(3), R(4), R(5):

- 3 10 1.
51 ot b 37T 067 2581 6765 17711 ..

ol : 10661 1050 151316 561719 ..
115 ; : 61 605 205376 1115875 6763999 ..

constale que
1Y les éléments de R(3), B(1), R(5) dont Pindice correspond & un
nombre premier dans R(2) sont premiers dans leur suite respective, c.-a-d.

divisibles par nul autre éiément que soi-méme et 'unité.

2) dans ces =uiles et plus aénéralement dans toute suite canonique
R(2- k). aucun ¢lément n'est absolument premier — autrement dit premier
dans R(2) —. sauf le nombremére v, (24 k) &7l se trouve &lre premier
dans R(2) et qui, si tel ext le cas. est le seul premier de rang pair de sa suite
comme est 2 dans R(2). Ce lait est du. comme on 'a vu dans la section pré-

cédente. & ce que tous fes dléments impairs d'une suite quelconque, i la classe

générale desquels appartient la sous-classe des nombres premiers. sont les

produits de deux éléments Topy1 (ny) et Tary (ny), les impairs de R(2)

2 2 .
‘et done les premiers de R(2) étant eux-mémes de tels produits mais avec

an facteur. ro. g (2 ). toujours égal & I'unité et laissant par conséquent
D)

inchangé I’autre facteur. 11 en résulie que les nombres premiers d’une suite
quelconque R(2 - k) sonl aussi absolus dans leur suite que les premiers

de R(2) dan= la leur.
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