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PARTE PRIMA

Reti di poliedri regolari e semiregolari.

1. Rers pue. — Nolls mis tosi per I'abilitazions all'insegnamento, presontata
nel gingoo 1886 alla R. Seuola Normala Supeciors in Piss, shbi oceasion di aseon<
nare, incidentalmente, ‘alln presente questione. Hitornando ora sull’argomonto mi
propongo di trattarlo ol modo it completo che mi sia passibile. Prima perd di
entraie in makeria dovrei, secondo le consuekudini, render conto di tutta la lottora-
tura dell'axgomento. per informare il lettoro intorno s quanto possn esservi di noove
a0l presente lavoro. Ma, soblo questo aspetio, il compito nrio i molto
secondo 1o indagini che, 5 lavoro compinto, bo potuto fare; nou mi risulterebbs che
il tema da me svolto sin:state sin qui oggette di speciale trattazione.

Stando o0e) le casp, non wi Testa oho mccennare brevemente ad -uleuni lavori
clie presentano una qualehe avalogia eon quello da me trabiato (1),

11 russo mineralogista Penorow, in un sup esteso lavero: Doitring dalle Fi-
gure {'); tratta (insiome & varie altvo questioni di poliedrometria tendenti in complesso
s stabilire lo basi di nna originale feoria sulle siratturn cristalling) il problems
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relativo al modo di rietapize con continnit ed uniformith To spaio ordinario per merzo
tutti oguali od nssociati fra i loro fn disposizions
alleloedri c.hu appartengono alla specie di quelle ‘mm che 1'Au-

dell sps
sgualmante soomposts/in parti continue ed
. Mette poi in gl
wati, o il collogamento {ra quésto riearcho @ qu
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Anche Scuoespuigs si @ praposto il ]»mn].,mi della_divisione regolare
spazio in tants o fre Joro ong ando 1a risolazione dolla que:
sulla teoriea dei gruppi di traslazlo » Semoexruies al capitolo 111
ohe Punkinitss wnd Ra

nto 14 diverse spesie.
me dei lavori citati. bast OFSErTATE
che ossi hanno precipusments lo scopo . di- secvire i’ base: . considersziont di indole
eciala rige lla questions sulla stratturs 4
quindi maturale ok . probleuia: dell divis llo spazio in poliedri i
solto I'espetto specinlo dells condiione di eguaglisnza od uniformitd delle yarie
parti, delia rete in conformitd. della ipotusi; generalmante smmessa, - della regolare
csigione delle molesole nei- eorpi cristallizzat
nte lavore & invoss di fndale pumwn o matematiea ¢ si differouzin dalle
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o

cristal

agusli 0 i
parte dalla supposisions di arere gib disposiziond doi eorpl speoiali (poliedsi
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empire con continuith in tubti i modi-possibili il wostro spaz
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relatizamente alle roti dello spssio, si-ritovano. almeno in. parte v in una forma.
meno geaerale, fra quelli che si riferissana alle et ativa’ ehe noi dedurcomo
da quelle formato el moda ors detto con paliedri x o semirogolari.
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mente, perchds ossa pud suggorira 1a. via.da segnirsi. per la completa rissluzione del
problema delle. roti poledrali nollo. spazio. ondinatio.

L determinagions dollo roti pians i poligoni regolari pub. farsiscon due diversi
metodi ohe esporremo qui appresso.

9,1 Merabo, Trevare, fra { poligoni regolari, quells pei quali la somma: de
valord degli angoli ol vertice di wx corto numars di toli. poligoni, sguaglia 4
angali retti: Por quosta.ricerea busta osservare che b in m puntd possono cous
earrora s poligont regolati in modo da formarvi un angolo gire, ¢ pit particslarmenta
By PaBar e n DOligoni rogolari vispattivaments di &\l vvo.s L, lati, davremo
avare, prendondo por unith di ‘misara degli angoli L'ngols rette,

1)
ovvoro riducendo
@

11 massimo di ¢ corrisponderd al pit picsolo salore delle /:. fuccado quindi tae
1o { sgnali & 8, aveomo n g1 =5, per oui potrd essere al pib
Dalla (1) st rileva poi che il massimo di a corrisponde ol caso di tutte le @ eygnali
ad ‘uno, con f; =5 : ly=m ... o sotto questa ipotesi In relasione stessa
¢ mostea ohe pud aversi al pil 1

Siochd par le rati pi
wertine concorrano pit di & poligoni. o obe questi appartonganc & pib di bre ‘spocie
differenti; 1a (2) pud quindi mettersi sotto I forma pid determinata,

o regolari o semiregolaci Don @ possibile’che in oissewn

PUCTBNG U
(@) 3”\ e T e 2.

Facendo ore in questa sucsossivaments s ==, 4,5,0 @ par cisseuna ipotisi
dando ad § 1 valori compatibili eolla relisions &, + a9 =, ed mfing por
cisseuns terma dei valori di queste ¢ prendends { valorl convenienti dallo 7 oho
soddisfano alla (3), ottorremo tutte le rati regolari o semiregolari come apparisce dal
siguonte quadro:

T ol




8. 1L Merovo. Fra tutti i poliedri. regolari ¢ semiregolari (d drchimieds)
datérminare quelli che eono costituiti da wn wumero énfiaito di’faccie (ret plase).
ui ‘poliedro di Arohimeds ¥ formata, eom’ b moto, da fucels rogolari di differs
ordine ed. oquilaters fra di loro, o da augoloidi non regolari, ma tutti perd eguali fra
di loro; indicundo dungue eon F o O lo faceic o le costole di un polisdro somiregolare,
con V. gli agoloidi tutki di ording ¢, o0 /i /o s ++ o de factio rispotti-
vamente di {i, b, vy «vla lati concorrenti rispettivamentc in oumers di
P . 10 cissoun angoloide, avrenso Jo relazion

i quali valori @i O'a di F sostituiti nella reladene di Holers, V— Cf
dopo- averne moltiplicati per 2 ambodi membri. danno:

formula che: pub seevire alla determinasions di tutti i poliedri regolari o semirego-
Tari, Por oftenere da ossa tutte lo roti piane basts supporei V= oo il che porte
o conchuders olia deve aversi

1a quale ¢ identica alla formula (1)igik trovata coll'altro metodo, e quindi identico
il procedimento per otteners. tutte le solnzioni.

4. 11 quadro dato sopra wostca oha fra regolari @ semiregolart st hanno fo. futto
10 reti pinne Delle tre regolari, quella composta di quadrati & afocorrelativa; lo
altre due, di triangoli e di ssagoui, sono corelative fra di Joro.

Direntoche una rete mumette delle varie/d, quando gli sbessi poligoni che In
formano possono aggregarsi in pi modi distinti inforno ni divers vertiei. Ora &
chiaro cha lo reti regolari nen possono smmetiers varieth; fra quelle semiregolari,
quando si richioggn ohe tutti gii angoloidi siono formati dalle stesse faceie o nollo
stesso ording di snoeessione, solamento la rete O ammette una varicth « oui daremo
il numero d'ordine &',

Le figure 1-9, 9% 10 mappreseatano nell'ording: seeondo il quale sono state tro-
vate, le 8 roti regolari, ri ¢ Ia varioth & eui abbismo o acoen-
mato. In ognoma di esse @ ¢ noe punteggiate la rete correlativa formata.
dn facsie tutte oguali e dn angoloidi i diffoenti spesie, Si cesarri cho quando
due veli su0o in posisione consugala, § vertic dell'uno sono § contrd delle fuccie
dell'alteo.
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8i pub osservare aucors che un pisno che contiene tmy retta indefinita divis
gmenti oguali, pud considerarsi come una rete piana composta di due soli poli-

Fu. 5 Fua. 0.
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corpi costituisce unz. rete dello spazio o wn rete poliedrals. Possono immaginarsi
infinito veti; moi ci occupsramo solamante di quelle che sono formate dai corpi- rago-
lari di Platons o dai ssmiregolari di Archimede.

Per la determinazione di queste reti poliedrali possiamo, tenendo di guida il
procedimento usato per In ricerca delle eti piane, ricorrers slle due proprietd se-

jenti: 19, la somma di tutti i diodri doi poliedri, che sianno intorno ad uny stese
costola della rote, & eguale & # diedri rotti; 2°, la somma di tutii gli angoli solidi
formati- intorno. ad uno stesso vertics dells rete, d ugualo ad & piramidi trirettangole.

Un legame fra queste due relazioni & poi- stabilito dal seguento teoremas

= In ‘ogni poliedro convessa il mumero degli angoit disdri retti contemuli
«nella somma degli angali. divdri, meno a metd dol mumero. degii- angoli: triedri
« (rivettangoli contenuti nella semma degli angoli solidi, ¢ uguale a tante volle
« due, quants sous lo faccie del policdro menn dus = ().

Questa tra relasioni generali sono pord eomuni a tatba 1o reti i paliedri, perelis
invesse non ontra affutbo la forma speeialo el polisdri ¢he mppresentans gli ele-
menti della. tots medesima. Per la risolugions dsl problema. che oi siamo proposti,
& quindi indisponsabils ntrodurre in ealoolo quosta forma, o & tal wpo sarebbe nesss-
sario tioorrore & tutte lo possibili relasioni che legano fra di loro ghi elementi di
uno stesso poliedro regolare @ semiregolare. Si otterrobbo cosi, in ultimo, un carto
mumero i equazioni di condizione delle quali, prendendo tutte lo- soluzioni intere «
pusitive, si vengono u doterminaro i vari aggruppamenti di poliedri regolati o somi-
rogoluri che e eonducono all eonoscenza dello reti ceroate.

G:-Un altro motodo por-la determiuasions di queste reti & quello! cho seaturisoe
dalla consideraziono seguenta: Como nolln ricorca dei policdri regolari o somiregolari
ello spoio ordinario & inclusa Ia- determinusion dallo. et pisns regolari e semi-
vegolari, non essondo questo oba doi poliedri speeiali di un numors infinito di faceie.
cost facendo Ta. risoren ‘dei eorpi regolari o comiregular delly spazio & quattro. dimon-
sioni, si debbons trovare eomo casi partisolari le reti poliedeali regolari o somire-
golari del nostro spazio peiohé tali vefd, por analogia, dovrebbaro eonsideracsi. eomeo
polisdei di o anmero infinito 4 elementi dello spazio & 4 dimonsio

7. L risaluzione  del. problema proposto seguendo ¢ 1'nna o Valts delle vie
precadsntoments accennate, non & soavea di wna qualehe difficoltl. Rissrbandomi di
dare & sup tempo la rissluziono completa della questions coi dug metodi in parola,
mi limiterd per ora a seguirs un tarso matodo ohe, pur non avendo il valore soien-
tifico degli. altri dus, ‘ha perd il vantaggio, forse, di presentare una maggiore sem-
pliciti o brovild; sona contars /poi che por esse non & mecessario quel corredo di
cognizioni sulla poliedrometzis, ofio si sichieggono per ghi nltri duce

Seguendo quost ultims via si cominein a detorminare il valors-numerico degli
angoli diedri e solidi dei varl poliedri rogolari e semiregolari; indi si eoreano quegli
speciali aggruppamenti di tali poliedri-pei qualida somms degli angoli diedei chostanno

i, Thirtas g o Lot Pophis, Jeu o T st (1 G
Dal vol. 5° del gloms. di Crollo (1800), pag. 97, &

rema enunciato era gik stato dato da GRUNERY in una sta memoria dal titelo: Einige stereome-

trische Sitse,

ool nxs XL, Ser. 8% Tom. XIV. 1

silova che veramente i 1




etti, appuce si cercano gli sggrip-
pamonti. pei quali 1a- somma degli angoli solidi concorrenti in uno stesso punto egua-
glia 8 tricdri trirettangoli. La ricorca pud quindi farsi in due modi distinti; o noi
tondoli tutth e due, potremo controllare i risultati dolluno con quelli dell'altro.
Vogliamo perd asservare che in cid che segue non ol limiteremo od un puro lavo;
di tentativo quale sarebbe quello di combinare in tutti i modi pessibili i vari valori
angolari in maniera da soddisfare alle condizioni volute, gisechd con-opportuse distin-
sioni e confronti fra gquesti valori angolar,’ potremo. nolevolmante sbbrovinte quel
Innge eammino o detemminate, con un lavoro abbustanza breve, tutbe lo soluzioni
dol probloma, E dopo cid entrizmo senz’altro in rgomento espovends successivaments
i due motodi sopra acceunati.

intorng ad uno stesso epigolo b ug

1 Muropo. Determinasions delle reti poliedrali por meseo della. considerazione

degli angoli: disdri dei polisdri.

8. 1 corpi dei quali-dehbono: risultare format le voti che st cercanoy noa pos-
sono sssere che i B regolari il tetrasdro, Vesaadro, Voltasdro, it dodscasdro,
Visasasdro; o i 18 semiregolar o cio (secondo la. nomenclatura di KepLer) (') il
tetracdro, icosacdro, oliaedro, dodssosdr e icosasdro tr am‘, il cubattaedro,
Yie il e I troneo
s Vicosidodssasdro;tranco, il cubo,simd o 1| dodacasdr.simo. ()lt:e questi. i hanne
da considerare ancora. due elassi indefinito di corpi semivegolari; la prima & quella
castituita da preemi di oni I baso & un poligono regolare i a1 lati (n=8.4...;)
o lo faceio latorali - quadrati; 1o seeonda classe & pure costituits dn una sedo ini-
uita: di corpi specinli, cho diremo prismi storti, dei quali Ia buse & un poligono
regolare di n Iati (n=1,2,8..., ) ¢ lo faccie laterali sono 2n trisugoli equila-
u' :u uazlr:muuk colla basa in alto ed in basso. Di queste ultime specie di
base un quadrate, fra. i poliedri della. prima
wln,ss._ e mmg.m all'ssasdro rogolave; quella che bs-per base un. briang
poliedri, della 2 elasse, nan & altro che 'otinedro regolare.

Parlando nel soguito di questo seritto di poliedri regolari ¢ semiregolars, 4
priswio & prisws storts, intendaremo sempre di significare. rispottivamente i 5 po-
Liodri rogolari, i 18 semiregolari di Archimede, le sorio & prismi o quelia dei prismi
storti ori Rocennati

9. Par risolvers 1a quastions che i interosss, secondo il metodo indicato, dovremo
intanto essminare, salvo la-ulteriori eondizioni che s suo tempo stabiliromo, quali
fea 1 paliodsi considerati. possono aggrupparsi' inorno ad uno epigolo in mode ehe la
somma dai diversi avgoli diedrl risulti eguale s 4 rottl. B quindi necessario, prima
di ogni altca cosa, di daterminare il valore degli angoli diedri del diversi paliedri
sopra. enumerati.

A tals seope consideriamo in gendrale, eoine wbbiano gik fatio-al . 8, il po-
liedro. semiregolare pal quale le fasoie di ordine &/, .- 1l coNCOLTONO
rispettivamenta i Bumere di g, . Gas- oo Prreeos e b0 ciasouno angoloide.

(1) Harmanices mands, lib. 11, 25,
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Immaginiamo tale poliedre proiotiato sulls sfora circoscritta di raggio 1, per
modo cho ad esso vangs a corvispondore sulla sfern una refe semiregolare di poli-
goni sferiei. Indienndo con 2 Ia lunghessa comune dei lati di questa rote o in gene-
mals eon . il valore doll'angolo del poligona sferieo di by lati, ¢ facile riconoscars
eho si avranno allors lo 7 -1 relnsioni seguentiz

s quali astragion faits dalla lunghezsa o diffiolts dei ealooli, pormotiono di deter-
minaro le o quindi 7, quando sieno note tutts la ¢ o lo ¢.

mando ora . il diedro del poliedro formato dalle faceis @i ording b b
fu ® G lo apoteme rispettive di quaste faccie; ¢ la lunghesaa della conginngents
il cantro dol poliedro col punte di mezao dello spigolo comune alle faseis suddottn;
@ & oy Langolo cho o forma con queste stesse facole, si trova fusilmente:

5 e
sei § & 0ot ——
i e 180°
0t g 2

; w08 § 4
o ; 180°
sdet B
— =t T gl

& quindi

e

are cos (m 1%‘, gk A) c

10. Nel otso di un polisdro regolare, shinmands { od ¢ rispettivamente Lordine
dallo facsia o doglt angoloidi, Je (4) divengono

se=B60° | ou g dem———

© quindi dalle (5); tenendo eonto dell’ ultima delle procedants
trasformazioni e riduzioni

doduce dopo aletns

o 150

[}
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e infine daile (6)

eos 0
() =2 =2acem| —
sen

Con queste relazioni & facila dedurre il valore del diedro di
regolai.

Osaaroasions. — L valori degli. aogoli diedet. dol tofrasdro o dellottasdro souo
supplementari; infatti dalle precedenti si deduse subito,

uno dai 5 paliedei

\eosdf= %, per il tetraedro

(8

J 008 of mm — %, per Vottasdro.

11 Gli angoli diedri dsi poHedri womirogolard; tranng ehe pel oubo imin, pel
dodssasdro sima o yi prismi storti, possono determinarsi i modo pi faeile di
quello ohe risulterchbo: doll' uso dlle formule genorali date sopra. Tnfatti ‘conveniamo
di notars Uangolo diedro di un poliedro semiregolare eolla lottors & alla quals oppor-
vemo, & gilsa di indici, lo iniziali ehe ricordino il nome del corpo,  dei numeri.
& guisn di esponenti, ohe indiehing Tording. delle faceie che formano quel diedro;
e, indichery I'angolo diedro dal rombrowbottatiro
formato da una facein triangolare & 4a una quadrangolare, Pei poliedri regolari po-
teomo. smettars: 1' indicazione dell'ording dells faccio ehe formano Vaogolo disdra:
Cib premesso & facile ricanoscera cho per gli angoli diedsi del fatracdro, cubs o
ottasdra, {ronehi, par quelli del cbottacdra o por una parts di quolli del eudor-
tandro tronco abbiamo

cosh ad essmplo. & notuzions

§ o=

(a4, i
lon=180"—4,°

=
@ itises g

Pel dadecasdro o feosasdro tronco, per Vicosidodecasdro e per una: pacte di quelli
dell’ 4 tronco, abhiamo

() = o (12 1 = 180" — o

sssendo w 'angolo diedro alla base di uns piramide regolato a base pentagonale di
cui 1o fucelo laterali sono triangoli equilateri. Indicanda can £ 1o spigolo di questa
piramide si ha:

1 o
(18) 3 cob 30° cos o == : cot B6* 5 cov = , i cul o 70, 22", 837525,

2

Qsserviamo ancora che é facile determinare il valors dogli angoli diedei dei
poliodri semiregolari ove entrano quelle faceie che provengono dal toncamento degli
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spigoli dii un poliodro regolare. Tnfatti per questi angoli, indieando con o il diedro
del polisdeo tegolare 8 con 4 quello corcato, ‘sbbisma 1a relazions semplicissima

(14) Fem O o

12. Lo precedenti relagioni sona suficienti & determinars gli angoli diedri di
tubti £ poliedri regalutt & di tuttl i semicegolari, tranne quelli gi ricordati al prin-
dipio dall'acticolo procedante. Per il cubo simo ¢ dodecasdro simo non si pud che
ricorcere alle formulo generall (4), (5), (6) L'uso delle quali importa un caleolo.
alquants lunga. Pel cubo simo 1o prims delle (4) divieas e+ 2, = 3600 dalla

008 60° g i deduas datle seconds

quale o per merzo dell'sltra relazions S

senfa,  sentay
della (4), i ottiens
LT e Rl
E= SRR

Risolvondo questa squazions del 8 mado. viguaniando’ come incognita (K};

viene @ conoseare s © dopo cib & faeilo determinare: il valore di i, ¢ quindi

quello di 4 per mento dofla. rélaaions om § 2= S5

Conascinta 1, & determina poi 9% o &% per mezzo delia (8) facendovi suscos-
SIAMENtS. o e, POSCIA Lo B 5 s v 4

18. Pl dodscasdra sinia si Sogue un procedimonto sualogo, splamento oho !'equs-
zione del 8° grado data sopra divieno ora

i a (m;—:,) =

v

i prooeds poi nello stesdd oo par dotorinbuare %, ¢ 2, @ qiindi 4 o o
14. Pei prismi abbiame in generale:

e
{18) L

Pai prismi starti si potrabbs fars uso dells medesimo formale generali (£), (5).
(6), ma & pid semplice servirei dol molodo speciale seguonte: L'angslo disdro 415,
& uguale al supplemento doll'angole acata di un trisngolo rettangolo di cui 1" ipo-
tenusa & altezza di un triangolo equilatero di lato 7, e il cateto adincents a guol-
Tangolo, 0 In differenz fra | roggi dei eirooli circoscritti od isoritte al poligono
regalare i n lati, o di lato oguale ad {. Abbiamo quindi in genersle

(19) s di,
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Por 1n dotorminazione del %, si consideri il triedro & eni {8 spigoli sano
appresentati da una costols- comune alle duo faccie trisngolari, da nn'altexsa di una
fbsia trinngolare @ dall'altezza dal prisma storto, partenti, tatts quests tre lines, da
uno stesso vortico di una delle basi, per caders sull'altra base. Il diedro di quosta
trindro ohs hia por spigolo Ialtozza dal triangolo oquilaters & retta, o-qusllo cho ha
per spigolo In costola del polisdro & un corto angolo § tals che

(20) 45, =180 — 28

o quindi applicando a quol friedre rettangolo le note formula dei triangoli sferlci
rottangoli abbiamo
180,

2) 90

s

o0s
(21) ot § 4 = son B =

2
cos 30° o8 au- 2

15. In base a quanto precede diamo qui appresso 1a tabolla dei corpi regolar
o semiregolari (fra i guali debbono essare scalti gli elomenti por costitnire 1o diverse
reti policdrali) insiens ai valori dogli angoli diedri corrispendenti.

Por questa tabolla bastano poche spisgazioni. Nella prima colonna vi & la noka-
sione simbolica doi varl poliedri; nella colonna intestata angoioidi, i primi numeri
coll'indice esprimono rispettivaments il nwmere & l'ordine (comune a tutti) degli
angoloidi ehe castitaiseono il corpo; i mumeri segueati fra parentesi coi relativi indioi,
esprimono | numori o Vordine della diverss faocis che costituiscono i singoli angoloidi.
La colonna intestata faccis contiene il numero e Uordine corrispondente delle faceie
che, formana 1'intero corpo.

Cos), ad esompio, pel Rombicosidadscasdro (rid) si ricavs che esso ¥ costituite
da 60 angoloidi tetraedrici, formati ciascuno dal concorso di una facein triangolare,
due quadrangolari e una pentagonale; lo stesdo corpo contiens 20 faceie trinngolari,
12 pantagonali, 30 quadrangolari; il numero delle costole & 120. L'ultima colonna
contieno la indicazions delle formule da eui semo stati dedothi i valori degli angoli
diedro dal poliedro o § valori speciali cho in sloune di quelle formule vi hanno presa
Ie lettere.

Dei. prismi ¢ prismi storti abbiamo cor rati solamonte quelli che, coma di-
romo al 6. 24, non possono eoeludorsi & priori coma facenti parte di reti poliedrali.
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16. Nal quadro qui & tergo sono raccolti tutti i differenti valori, ricavati dalls
precodente tabella, degli angoli diedri mppartenenti i diversi poliedri regolari ¢
semiregolari ¢ ai prismi e prismi storti con busi di 8, 4, 5, 6, 8, 10 Taii.

Tali valori sono disposti per ordine cresosnte di grandosza; oguuno di essi &
poi indicato con una lottera spociale per potere pit facilments mottere in ovidenza
Io relazioni che passano fra di loro, @ per rendero pid semplics le ricerche cha do-
vromo fara tra poeo. Lo esprossioni mumeriche di questa colonna rappresentans i
valori degli angoli diedri in angoli retti.

17. Venendo ora alla detorminaziona delle reti poliedrali, in conformiti, di yuanto
& stato detto al n. 7, divideremo la ricerca in 5 casi distinti, determinando sucoes-
sivamente 1o reti cha sono compaste,

12, Unioaments di- prismi
. +  » prismi storti,

L . » prismi o di prismi stor
42, Di prismi o prismi storti insioma & poliedrt regolart & somiragolari ordinarl,
nicamsnta di poliedri rogalari o semiregolari ordinart.

1%, HETI POLIEDRALL DI FRISMI.

18. B chiaro che i prismi somiregolari, essondo futti dolls medesima altczen o
formati lateralmente da focio quadete cguali, non possono che assosiarsi 1'uno &
altzo i modo da formaro tanti strati soveapposti ogono det quall by
un‘altesza cguale alla costol i varl piani di separazione degli strati
appariranno percid divisi in pol 4, o altro pacols, essi piani porteranno la traccis
Qi una stesss rete piana regolat o somiregolare. Consegueptements guante saranno
queste reti plane, tanti saranno i modi. diférentl di rlempire lo spazio gon prismi
semirogoladl.

Rieordando quindi tutts 1 soluzioni teovate (n. 2 o 8) per lo reti del piano,
possiama dire che osistono 10 reti compesto di prismi & base,

saguito al

1* esagouali,
* quadrangolari o ottagonali,

Aodecagonali ¢ trinngolari,

4% quadangolari, esagonali o dodecagonali,

5» quadsangolari,

& trigngolari ed esagonali,

7* triangolari, quadrangolari ed esagonali,

8% triangolari od esagonali,

g+ trinngolari o quadrangolari,

9% triangolari o quadrangolari (vatieth dslla precedente),
10° triangolari.

19. Uno strato compreso fra due wmi‘pil\u pacalleli, di oni la uuma che lo
termina & diviss in quadrati, pud come un prisma colla
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base di wn numero infinito di lati. Con questi prismi, che: notaremo con pez, pud
formarsi man 114 rete’ polisdrale che & ln corrispondents di quella piana. cansiderata
alla fine del n. 4. Questa 11 rete risnlta percid formata da due pilo indefinite di
tali prismi, le quali combasiano: fon di loro per mezzo di nna rete plana. di quadeati.

20. 1 risnltati del n; 18 suggeriscono altee formo spociali di  reti. Infatti una
suparficie prismatics ragolare indefinita di n fascie, che noteremo con Py, pud riguar-
darsi come un poliodro regolare di % faceis regolari (bilatere) e di dug angoloidi
regolari - spigoli posti o distenza infinita. Ora 56 e varie pile indofinite di prismi
dello stosso ordine che costitnisoono la roti couslisrate al ‘n. 18 si riguardano come
altrottanti prismi indefiniti, 6, oib ¢ho b lo stesso, s in corrispondonza dei. poligoni
dallo reti pinve date al m. 2, i costruisee n prisma indefinito, si vengono i obte:
nere altrottants reti dello spozio costituito da queste forme. spociali di corpi regolari.

Gome easo spesinle: di qucsta elasse di reti possiamo dire cho da un pisno diviso
in strisee possismo dedurre, per lo spazio, una rete costituita da due prismi inde-
finiti di un bumero infivito i’ faccie. Tale rete pud essers dedotia in modo analoga
allo procedenti, dalla rete piana eorrslativa considérata alla fine del . 4, o dalla
rete poliedrale del n. 19, B poi chiaro che tutti questi prismi indefiniti non possono
formart delle: veti altro. ehe fra i loro, vale a diry non possono entrare in eombi-
nawions con ultrl corpi rogolari & semiregolari por formare delle reti poliedrali.

20, Una torza serie. i reti poliadrali si oftiene ossorvando cha i retieolsti
pinai el n. 2 possono considorarsi come corpi semiregolari di un wumero infinito di
facoie, per oni possiomo immaginars nello: spazio-altce 10 reti o una varieth, com-
poste eiaseuns di na coppia di tali corpi, | quali combaciane fra loro per meazo
dells sbossa rete piana eho 1 limita tulti e due. Lo rete piana 11* da luogo, in
modo analogo, ad una rete dello spazio compesto di duo soli corpl aventi clascuno
Qup #olo faccio. di wn mumero infinito di lati,

29, RETI DI PRISMI STORTL

91, [ prisest storti somiregolari di ordine differente; wa eon spigoli di eguale
igheaza, non hanoo la stessa alterea, parohd questa risnlta tasto pid grands, qusnto

grande: ¢ il numero dei Inti della-base. Seguo di qui ehe eon prismi storti di
difforcnte ording nou & possibile lenna rote formata di aggruppamenti a strati come
pel cago A prismi semivegolari. D'alira parte indipevdentomento da questa conside-
vagiond, b chiazo che qualunque: slono i poliodri. storti da. aggregarsi fra di loro,
deve sempro risultare, da tali aggruppamenti, il combaciamento di Faceie. triangolari
dei diveesi prismi. Ora mettendo in coincidensa dus di tali fices; lo doe bast dei
prismi storti vongono & formara tra di lars un angolo diedro convesso nel quale non
& possibile ineastonars ti uno nd dun diedri di due altr solidi delle stessa specio.
Infutti Vangolo alla basa del prisma storto varia da un massimo i 109°2816",576
(ottaedro egolare) ad nn minimo di 00* che corrispnde al caso limite del prismn
4tct0 oo hase di un numero infinito i afi, Sieehd in generalo tale angolo: pud-essero
copresss du 90 - oo

0= =19°28'16".394.

Socterd ax XL, Ser. 8%, Tom, XIV. 12
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Ora & chiaro che 8 qualungue di- questi angeli diedri non arrivano s $30°,
mentre 4 superano questo valore.

Sicch si deve concludere che con soli
poliedrala.

20, Possiamo pord considorare 11 seguente caso speclale: 11 prisma storta limite,
sl quale abbiatmo or ora asconnato, & analogo al prisma di eni abbiamo parlato al
u. 18, eolla difforenza oho la striscia che allora supponemmo divisa in quadrati, in
questa & suddivisa invecs in triangoli equilateri altermutivamente eolla base in alto
od in busso. Ora eon questi prismi. storti spaciall, cho notsremo con i oo, pud for-
marsi unn rots dallo spazio, che differisce da qualla dol n. 19 pel solo fatto che la
rote pinna di combaciamenta & di trisngoli equilateri anzichd di quadrati.

i storti non & possibile aleona rete

89 Rl POLIEDEALT DI PRISMI E PRISMI SIORTI

8. Lo qose detto precedentemente sono sufficienti per poter concluders che non
possono esisters reti dello spazio formote unicaments di prismi e i prismi storti.
Tafatti & fasile ticoncecers che lo pile distinte di priswi & i prismi storti o le pile
di quosts due specis di prismi alternati frs di laro, non possono portarsi a combaciare
pecohi la somma dei diedri intorno aghi spigoll orizaontali doi diversi-strati supers
A diedri rotti. Ancho qui perd possiamo considerars un caso speciale di reti. Infutti
Ie dus pile indefinite formate altemativaments ooi prismi p oo (1. 19) & proe (0. 22),
possono venire in caincidenza, @ In roto piana. di combaciamento (formats di Ale di
quadrati altornate con filo di triangoli oquilateri con baso in alto e in basso aller-
pativaments) mon & altco che la varieth 8 delle reti piane date si n. 2 ¢ 3.

4°, RETI NON FORMATE DA S0LI PRISMI E PRISMI STORTL

24, Tn questo caso & facile riconoscsra che pile: indofinite, alewne di pris
altro di prismi storti non possono associarsi con poliedri regolari o semiregolari ordi-
nard per formare una reto dello spazio. Infatti nel coso di pile di prismi, gli altei
poliedrs ordinari doveehbero aggregarsi of prismi per metzo di faceie quadcangolari
in modo che la somma degli angoli diedri i questi ultimi ualo a due rebtis
ora cesludendo il caso dei cubi e dogli alici prismi, por non civaders in robi gid
determinate, si verifica subito, consultando il quadro del n. 16, ¢ho 1 diedr non appar-
tonenti a. prismi, alls formazione dei quoli prendono parte- faccie quadeilateri o eiod
gli angoli diedri & , v, 0 1 4,0, C non possany essere aggruppati fin di loro in modo
da formaro un' diedro piatto, Pariments nel easo di. pile di prisni storti gli alri
polisdri. dovrebbaro aggregarsi ad essi por 1o facoio trinngolari, o quindi escludendo
gl ottaedri o gli sliri prismi stordi per non ricadere nei oasi gi consideratiy si

lern dal medesimo quadro; ohe i diedrl formati da almeno una faceia triangolare
i cui valori nngolari souo notati eon jy# g, 7, ¢ @, A, 0, E non possons essers
uggregati fra di loro in modo da daro per somma 180 — 2a, ove o ha il signific
calo gia dichiarato 6l n. 20 Si pod quindi coneludere che se esistono reti di cui
fucciano purte, insieme ai poliodsi. ordinaes, del prismi & dei prismi storti, questi non
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possono aggrogarsl 4 quelli ehe par mezzo dollo basi @ per conseguonza tali basi
10n possono essere oo riangoli pentagoni, esagoni, oltagani & deoagoni.

Bsolusi cosl & priori § prismi o prismi storti cho non posseno prandar parts
alla formaxione di roti, vediamo fra quelli rimasti, quali alrl dobbono essere eselusi.

25. Comingiando dai prismi si considori in genaralo il p1, ove n pub prendaro
i valori 8,5,6,8,10, o postiamo pol 1a base a combaciare con quella dalle faeoie
degli angoli diedri 4, registrati nel quadro del 1. 16, che & formato-da n 1ati csoludendo,
+ intends, quegli angoli- diodri ehe appartongono ai soli prismi o prismi storti; dopo
cib Tangolo diedro 860° — (90° - 4) = 270° — d ¢he rimane scaperto, dove. potorsi
complatara con uno o due triedri 4i sltri solidi semiregolari. Facendo ora tutta le
necessarie prove (il mumero della quali viene del resto ridotto coll'asservare che i
questi ultimi poliedsi vi devono comparire. faccis o quadrilaters o -latere) si trova
che solaments il prisma & bass ottagonale (p B) pud prender parte alla eostituzions
di Toti. Per questo solido si trova infatti che esso pud sggrupparsi con altri rege-
lari o semivegolavi in modo da completaré wn wito; tali agwruppamenti sono:

1 (903 o5 o) 2 (R 9T
B (g dn, 0r) 4+ (T di g5
5 (R dR) 6 (R dR dh)
T (0% 0% 05

§i hanno oos) complossivamonto setbe ggroppamenti possibili fra i diedri del prisma
abfagono & i poliedri regolari ¢ semiregolarl in mode du formar 4 angoli diedsi retti,

26. Ora @ necossario vedore o quanta reti di poliedri’ possono effettivamente dar
Tuogo questi aggrappamonti. A fale seopo si nssorvi che §due estremi dell'asse (spi-
golo della rete) di oganno dei giri trovati, per s di un giro che chismersmo G,
& vortice ¥ di wnn stella § delia rete, nol quale vertice concorrono aliri giri che
sonbengon dug diedri appartoncnti o duo detorminati solidi che: prendono parte alla
formazione i G5 dovremo quindi corcare fra gli altri aggruppamenti, se esistono,
quelti in cui due diedri sono gli stessi di quelli di' G i ripote In stossu oporazions
per tutti gli alii giri che concorrono in V, o quando por cinseuns siamo sicurl del-
Vesistenua del givo di diedrl, potremo asserire cho esiste 1o rete di poliedri formata
i stelle identicho od 8. Ripetendo la stessa coss por gli sggruppomenti rimanenti
si vengono A determinare tuble lo veli possibili.

27. Tenuto conto della consideraziono precedente & facile rieonoscero che lo
soluzioni ottenuto danno luogo alle due reti seguenti :

1 (1-3-6) 2 (5

in questa notasions § numer fra. parentest si riferiseono al numero Tordine def. girt
di, diodri trovati al b 25. Si osservi ¢he f girl 2 o4 debbono essors eselusi, perchd
ad oguuno di essi non sono asseciabill altei giri seeonds n condizione esprosss nel
numero precedente.

28, Pac In ricarea dalle reti contensnti: prismi storti pai quali 1a baso o (escli-
dando il easo di =8 ¢ho corrisponds all'attasdeo rogolare) pud assumare il valore
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4,5,6,8,10, 5i precede nel modo stesso indieato al n. 25, ¢ s trova 1 unico giro
di diedri (% 9% da) il quale, poraliro, non eoreisponde ad alouna rete di quella: oer-
eate, perché per essa non souo soddisfatte lo condizioni cspresse al n. 20.

5% Reti ot por

RI REGOLARI E SEMIRRGOLARL

20. Ci rimangono ora da trovare le reti di poliedri regolari ¢ semiregolari che
Don sone prismi nd prismi storti. Per la determinazions di' tatti § giri di-diedri,
soalti in modo convenisntements fra i valori Fye,fu kom0, P b0 0,
A.C,E dol quades dato al n. 18, doveomo sisolvers in mumeri interi e positivi
Tequazione:

bty e - gy -+~ At 4 O+ B = 360,

M prendando per wnith Fangolo retto o tenends conts delle. espressioni cha
per aleuni digdri 5 hanno nell'ultima eolonnn del quado predetts, la equazions
precedente pud essere ridotta all'altra:

[h{2im — Bay 2 — ) - b2~ 2} pl2y ) -+
- 2ga, -+ 2re —+ 20z, + 2 2Ba] -+
(2 - Bty - Aty - B~ A2+ 2y - 2] = 8.

Ora poiclid I parte racehiuse nolla 2% parontesi [ ] semprs luogo ad un. numero
intero, altrsttanto deve aceadere della prima; ma formando la tabella di tubti i
maltipli, inferiori ad B, ossia n 720, degli angold b, &, 2,2, 210,24, 2K 0 com-
binandoll pof fra i los in futti i modi possibili, sempre perd colls. condirione di
a¥ers und somma. mon superiore u-720% si verifica fasilmente che niuno di- questi
agruppamenti zisulta, egunlo o wn aumaro intero di angold retti; el porta & con-
oludiro ¢he le espressioni-in = ohe moltiplicano &, &, p ecc. che compariscono nella
prima. parentesi [ ] dslia equazione, debbono essors identicamente mulli, ¢ quindi poich
1o i dsbbono essero intors o pasitive equazione stossa di lnogo al seguento sistemn:

(22— 22y 7 — =0
2oyt =0
2, B, - iy 2 ity Zeva o 2t

L'ultima equazione si pud anche mettere sotts la forma
Zat Bga b Bty - 22+ 2k ro=4

dopo aver posto = 2y,. La presonin di @, sta 3 denotsre cho in qualoh

wiro di diedri pud comparire it rombicosidadacasdro o Vicosidudecasdro tronco;
ora questi dus corpi, contensado Tispettivamonto facsis pentagono o decagone, non
posson ehe rispottivamonts veniro & combaciare fra di loro perchd il sistema. proce-
denta mosten oho non ¥i sono altri poliedri con faoce di B 10 lati. D'alia parte
aasendo 150 — 20 o 180 — 8C minors d & ehe & il pib plecolo (n. 16) dei diedsi
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el corpi ohe possono entrara”in combinazione, si concluda cha non & possibila com-
pletaro wn giro quando di esso funo parte i dpe 6orpi vieordati sopra. Sicché sop-
primendo dalla. 2% equazione o doll'ultima, i termini in &, ed 7. o aggiungendovi
primo membro della prima, il sistema dato sopra & riducs finalmente allaltro asmi
poi il pit semplice:
@) :zxﬁl— 2.ej+.x..—z n‘

(e - 2+ 2z + £a) + By

Considerando lo esprossioni (. =20, (74 +2) 8 o= @, come invognite,
si haono lo seguonti soluzioni per la 2% squazions:

[ ko] &
FlEEl %8
n 2 1 o
nr 1 o 1
w o 2 ()

Dalle quali si deducono per &, &, &y, Fn 8 7o § soguonti sistami di valori :

1 u |m |
Togily i et -
28t 6|iv sy sH|1af1 2
ea |4 1l it fiy By ke || ooz
@ ol =ity 1|
i |
oioiololalTa Tio 0|2
olo:o oielo oil ooz

wi (040 00 0 pio. 1j0, ajo |aiE| 000

che sos! successivaments nella prima delle (22) danno il mezzo di determinare
i valord eorrispondenti di .

Dopo ¢id si trova ¢he e soluzioni sccettabili pel sistema (22) ¢ eivd quelle che
carrispondono a valori interi o positivi per tutte 1o  souo indicate dal quadro soguente:

R

(1n} o 4 o 0 o o
{1y 1 1 o 0 o
v BTl o i A v W i
1) 1 0 L o o 8
(11, o 1 o 0 2 0




g —

30. Questi sistemi i valori rappresentano { coeficient! degli angoli 8,2.7
#5604 & quali possonn esserd sostituiti dalle vari d che vi corrispondono nel quadro
del n. 16 esoluse, & intends, lo & dei présmé per non ricaders in casi gib conside-
i pud quindi formare Ta tabolla seguenta:

mati.

() |1 de 4

| |z 1p] e 1| &4 1 (g, o ak

(L) | 11T | Te 20 2 | Sl du - =

|
g [ v [ 10 1m1ef 1 1| ool et | 1 | e

avy| v |2y 2 2|, 0o o SRS
| I |

UON RUNEUE a1 | B ot - -

avs) | vir 1 ) Y Bl i | ) e
|

| I
L prima parts di quosto quadro contiene tatte lo soluzioni trovate; la colonno
i diedri dei polidri regolari ¢ somirogolari da prendersi fn numaro

susessive portan

oguale &l
Dal quadro presedente si rilova quali sieno § diedri che dehbono essere asso-

ciati tra i loro per poter formare un angolo. Ma siveoma per ogui valors si

pit disdri appartenc poliedri difforanti, oost dovremmo fare 1o eombinasion in

tutti § modi possibili di questi diedri. Bisogna pord osservate che non tutti

gruppamenti cos) ottawutl corrispondans & delle” reti,

debbono essers formati da fucedo tall da rendere ||a\-n|b\lo 11 combactamatto 13 i loro,
Gos) per esempio, se tre’ angoli diedri dei poliodei formano un giro succedendosi

nell'ordine (@) (73), (g) & necessurio oha la faceie siano duo & due syuali o ciod
y.d «. Pariments pel caso di quattro diedri si dove avors (), (),
(), (3e).

S deva notare inoltrs cho per ogai giro, debbons musho constderarsi futto Ta
possibili parizta che risultano dul differente ordine di aggregazione dei diedri meds-
Tali variotd saoanny dishinto ooll'appofre tn spive 8l mumero d'ordine progres

ag=

sin

sive dai diversi

fra 1 quall non b stato okitae, q\m]!u a 44, rqumwden.o
trovata. di eubi (n. 18, 5%)

1
(o

1
Nessuno aggruppamento possibile.
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1 (ded. a3 2 (dd 05 3 (0% 0% %)
iv.
1 (J.958%) 2 (d.dgdn)
v
b (didididi) ' (dedid, d,)

2 (9209, 9%)

32. Tenendo ora presents quanta o stato dotts al 0. 26, abbiamo 1o ssguenti
11 notasioni. simbolioho corvispondenti ud altrettants roti di poliedri regolari o semi-
ragolari:

Lo 21IL — 41V
(U, — 1 VIL — 21V;)

(11T, = 1 VI, — 2 VII,)
12V
BV, —BVy)
BV,
2V, —2V,)

LV —4VITL)
+(8 V1, —81IL)
L (8VIL)
(4 VIL—11)
(4 VIL)

Nel quadro precadente s & dabo un numern d'ording . ciaseuns ret
il simbolo di stella o Vindice corrispondente esprime Vording

numero di spigoli conearrenti in ogni vortivo) della stells stessa; 1o
parentesi stanno ad indicare In spo il numers eorrispondents doi v
diedri che formano cizscuna stella; cost ad o mpio: Ia reto & formata
el 4° ordino; doi 4 spigoli cho cancorrno in eiasou uno 3 as
i diedri 1 del giro di diodri VI, o duo del v,

(n: 8
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Si pud osservare che il givo di diedri Ve della fabells del n. 51, non pud
appartenere ad aloana rete di polisdri, per la ragione cho. (n. 26) ghi altri giri di
diedri, che insioma al Wy dovrebbero concorrers in uno stesso vertica della rets, non
rientrato in quelli rimanonti dolla tabella stessa.

88. Ruccogliendo tuti § risultati sin qui oftenuti, si pud asserire cho si hanno
1a soguonti olessi di refi poliedrali:

12, 10 reti di prismi regolari con wna varioth (n. 18) ed una reto speciale
dil due serie di prismi le cui hasi haneo un numero infinito & lati (n. 19);

13. 10 rati di solidi prismabici regolari indefiniti cou wnn varieth, od una
roke spesiale di due solidi prismatioi di wn numero infinito di fascie (0. 20

12. 10 roti ed uns varieth, composts ciasuna di due poliedri semiregolari di
un numero infinito di faccie, ed una rots speciale di due corpi limitati ciascuno da
due faccie di un wumero infinito di lati (n. 20%);

9%, Una rete di due pils di prismi storti aventi le basi di mn numero infinito

alternati aventi tatti le basi di un numero infinito d
4%, Due roti non formate da woli prismi (n. 27
5% 10 reti & due varioth costituite da poliedri regolari ¢ semiregolari.
Dops aver fatta nuovamento Ja detarminazione di queste refi col 2° metoda ehe
ora csporramo, daremo una classificazions pii dettagliata delle reti stesse (n. 45),

della consideras

11 Mirono. Determinasione delle veti por we e dogli angois

soledi dei poliedri.

84, Per questa rioerea & necessacio amvitotto detorminare il valors o dell'sngolo
solido di ognuno dei poliedri regolari, per meszo della formmnla

o=D—2(r—2)

nella quale s rappresenta Vording doll'angoloide e D 1n somma dogli angoli diedri
¢ho 1i formano, 1a quale somma s ottiens, per ogui vorpo, nddisionands gli angoli
dipdri corrispandenti. forniti dal quadro del 1. 18,

11 quadro che seguo A il valora di @ por ogni poliedro rogolare o semiregolare.
La 2 colonua contiene Ia tndieagione dell'ordine dell'angoloide & quello delle singole
faceie del poliedro che 1o costituiscona, L' ultima colonna infine contione, sotto fo
lattorale o numerios, Vespressione degli angoli selidi dei vari corpi; le & di questa
colonua hanno § valori dati alla tabella dol n. 20 od i numeri fra parentesi espri-
mono, al solito, il valors dell'angole solido in triedri trirettangoli.
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5. Por I risluzione del probloma proposts dovremo cercars le soluzioni del-
Toquazions
(28) o 0=

dove 1o  sono numerd ineogni fntorl o pasitivi ehe indieano quante volte: il poliedro
corrispondents ull'angolo solido o prende parte alla formazions di una stesse stella.
Osserveromo subito cho fra le condizioni nesessaria perchd sia sccatiabilo wna solu-
sione vi & quella che sia sompro pari il numero dolls fccia- di uno siess ordine
che prendono parte alla costituzione doi vart angoli solidi, separatamente.eonsiderati,
o che conentrono, in una stessa stella.

Questa ossarvasions ci permetterd, in qualche caso, di eseludiro subiis aleuni
corpi oha non possono prondsre parts alla costituzine di reti paliedrali. B poi sot-
tinteso che nella formaxions Jdelle stelle una faccia di un dato ordine dove venire a
combactars con wna facela dello stesso ordine di un altro angolo solido,  eho in
wonerale qubsto, aggrmppamentn pub farsi in tanti modi divers; quanto sono le ma-
viers differentl seconda le quali possono assosiarst le facele diun determinato ordine
appartananti a poliedrl diversi.

Dopo ¢id, venenda alla determinazionsZdi tutte le reti possibiliy divideremo ln
ricerca nel modo gid dotto al n. 17 per il 1 metado.

86. 1% Reti di soli prismi. — Per le osservazioni fatte nel n. precedente, i
prismi dello stasso ordine debbano tutti combaciare fra di loro per lo basi in medo
da formare fanta pile a prismi rogolari indafiniti. Segue di qui ohe riempire lo spazio
i soli prismi semivegolari equivale & rempirlo di quolle pils. Ora & ehiaro cho
ogauna di queste prende parte alla formazions di infinito stelle con un angolo solidy
che hia un valors doppio df quello del prismi semiregolari cho compongano 1a pila.

1/ equazione (28) divions dunque por queste pils, ) _ 5, oveil, rapproventa

il numero dulle faccio laterali dei prismi somiregolari; ma questa equazions & identica
alla (1) (0. 2) quindi otberrémo per essa tante soluzioni quante sono qualls ok corri-
spondon alle reti piane. Si sitrovano cost le reti poliedrali doi o, 18 019, ¢, quando In
pila si considering come poliedri regolari iudefiniti, quelle gia detorminats al n. 20.

B7. 8 fetidi ssli prismi siorit. — Come nel easo precedente, ancha pel
prismi stortl non possono considorarsi cha le varie pile indefinito ehe visultana for-
mate di prismi con base eguale: o quindi anche in questo caso Vangolo solido in
ogni vartics assume un valore 2a, @ cioé doppio di quello dei prismi stovti compo-
nenti 13 pila. Bisoguers ora vodere con quale di questa'si pad rempiro lo spazio.
Intanto per ln osservazione gib fatts al n, 21 i-prismi storti avends nltosze diffe-
ronti, guando sono di ordine difforente, & chiaro che por una sbesse rote non possono
prendersi In cousideraziono alico che pile formate tutte do elemonti dolio stesso
ording e porcids per ls (28) dovremo avere in geverale 3m gy, = 720° ovvero
Mgy = B60%. Orn si vode subito che i valori di ¢ pei prisini storti dati dal quadro
del 0. 83 non possono soddisfare alla rolazione preeodento altro eho pel prisma starta
con bass di un numero infinito di laki, nel qual caso si oftiene 1a rete speciale gid
trovala al n. 22
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88, 8 Retd di priswmi ¢ prismi siorti. — Con ragionamenti analoghi ai pre-
cedenti 51 tiova oho in questo caso non possono prendorsi in considaraziono che pile
formate tatte ogualmente di prismi @ prismi storti dello stesso online, o clie alla
elagion 0 (Gpm - Tpm) =720, & cui sl riduce Ia (28) non & possibile soddisfare
alteo oho nol caso di prismi il eni ordine & infinitamente grands, sotto la qualo
condizione s trova In rote gi ottenuta al n. 23,

89, 4 Reti non formats da soli prismi & priswi storti. — Par I ricercho
rolabive & questo easo si seyuo woa via pecfettamente analogs a quella temuta al
n, 24, ussia si dave riscontrire in quali casi combinando in tutte le maniers possi-
il § valorl dells o conispondsnti o prismi o prismi starti, con quollo dei varl
ordinart coi quali & compatibile per la forma dollo facele I'aggruppamento,
fena per la somma degli angoli solidi il valoco di 720°.

Si teova che'le soluzioni possibili non sono cha o due segnenti:

et G B0y By =8
2 2030 =8

lo quiali corrispondono appunto alle et gid ottenuta coll'alteo matodo ai an. 27 & 28,
40, B® Reli di poticdri regolari ¢ semiregulari ordinarl. — Dal guadro del
.84 & rilova che i valori degli angoli solidi dei vari poliedri regolari ¢ semire-
golart possono distinguersi in 4 classi, o ciol:
I. Angoli espressi per un numers intero o per un certo numiero di parti ali-

quote di triodri trirattangolis

1L Angoli nellas espressione dei qoali enten il d;;
LI Angoli in eui entra il &dudf;
IV. Angoli solidi distinti dai precedanti.

Bisoguorh. ora. determinare, al solite, futti i possibili aggruppamenti di questi
angoli solidi in modo du soddisfars alls equazions (23) S0, — 8, 8 per una tale
risoluzione esaminoremo sucoessivamento i seguenti ensi di reti formate di polisdri
i cui angoli solidi appartengono:

1* in fubto o in parte & quelll dolla classs 1V;

2* in tuto o in parte (o quelli dolla. elass TI1 senza che ve ne siano di
quelli appartenenti alla. classa IV;

4° golamento alle due elassi 1, I1.

41, 1* Casa. Questo caso si rifarisce & quello in oui fra i poliedri delln rote
entrano fra gli alixi il cubs simo o il dodecacdra simo, oppure tutti o dus questi
aorpi.

Ora il valore dellangolo sslido di questi poliedri & talo ehe essi o i loro mul-
tipli associati in tutti i modi possibili fra di loro o col yalori semplici o 2)
di tat gli angoli solidi dei rimapenti poliedri eol quali & possibile Vasso
non eonducs mui, come ¢ necessario, ad un valore esitto di 8 angoli ret
quindi concludere chie o osistono reti eorrispondenti a questo caso.




100 — .
42, 2% Gars. Per ciascy

na stalln della rete 1a somma di tutti gli angolt solidi

delle classi I, IT e I moltiplicati ciascuno per un conveniente coefficients & intero

o aullo, & data dalla sommn dello tre espressioni:

T = Fet - B — Fyea)

A (— 2 - iy = 2w - 2o - Bitred)]

-+

somma. che deva esserc eguals ad 8 (720°). Eliminando il determinatore 2, e ricor-
dando oho le & hawno valori interi, l'esprossione procedente pud metbersi sotto ln
forma

Xodi+Xada Xidi + Xiad i =Y

ove tutte le X ola ¥ hanno solamento valori interi o positivi non cecluso per la X,
il valere zero,

Ora riesoe facile verifieare che i valori di queste d forniti dal quadio dato a
. 16, sono tali oho |n sommn di essi o dai loro multipli presa in tutti modi pos-
bili non risulta mai eguale ad un multiple di 90° Possiamo quindi concluders che
anche nel ¢as6 ore ceaminaty Bon possum csistero foti

corpi 1 eni angoli solidi . Per q-:uh riceren. dovramo.
trovars tutts le solu sarions oho risulia dall'sguaglinre
ad 8 ln somma delle prime dne espressi (I o I1) date al numero precedonte. Ora
poiché 1o forma del 1° membro i quosts oquazione si riduce ad un multiplo di 4,
pill un numero dntero, & poichd, d'altra parte, non esiste v mltiplo di d; (oompa-
Hbili calle soluzioni el problema) che sia eguale ad nn mimero fntaro di volte 907
oos), por ¢ che. rigards 1a. esprescione- 11, dovremo, avora:

i B —
{— 22 - da,

oo — Zreo =0

ves== M (numero. intero)

alla quale ultima possiimo anche sostituire

4 0z, -

tea squazione

+ 250+ 250 =M

olio &i ottiono dall'addizi
Fiono ossia

PRI PO

dolle due precodenti. Ta parts (1) rimanente dollequa-

37 0 Vallrs 2, - dieys + Bty + Bt

deve essers oguale wl un tal numero intero N por cui st abbia ‘;Jr.\x —




— 101 — E
44. Dape cib per trovare tutte ls veti corrispondenti a quosta easa basterh risolvere
il sistema
| Boe— Ao — 21+ Tat - 2 — ey =10
(@5) | @ 0g 70 +- Bt B0 B
Vo + 4+ s+ 0
ove i seoondi mombri dells equasioni 2% e 8* prendono successivamente © valori cor-
rispondenti di una medesima colonmn. *
Heoludendo, al solito, 1o saluzioni ehe non soddisfano alle osservazioni del 0. 35
5 ottongono tutte le soluzioni che si trovano riassunts nel quadro seguente:

1,2,5,4,5,6,7.8
=16,14,12,10,8,6,4,2,0

1| %
| ] et
|
[E=2=:
T A
! 2l
| e
|

Lo varieth 4' o &' differiscono. rispettivaments dalls 4 o 5 pel solo fotte cho
nelle prime | tetraedri sono nssosiati in coppie con una faceia in comune, mentre
in gquest ultima tali totracdri si associono in coppie di corpl opposti al vertice.

50 10 solusioni ¢ lo due varisth
git oftenute al m. 52, & cosh complessivamente, sbbiamo ritrovato con questo secondo
motodo tutte o classi di roti raceolts al n. 8.

5. 8i pub ossorvare che i due metodi, eonsiderati 1'uno indipendentements
dallaltro, sono sufi
insieme poi i completano nel senso che il primo fornisoa | poliedri ohe concorrono
in ogni costola e il secondo quelli ohe concorrono in ogni vertice.

Ed ora, prima di passare allo studio delle roti, correlative a quelle daterminats fin

qui, davems, raceslta in un quado, tukts le epporkung indicazioni relative al modo sseondo
il quals sono formate la reti trovate, ohe distingueremo nelle quattro elassi segnenti:

L. Rati regolari, formate da poliedi regolari di nna sola spec

I, Rett semiregolari, formats da poliedri rogolari di pin spocio;

TIL. Reif seiformi, formate da poliedri somiregolari di una solu specie;

IV, Reti seminiformi, formats da poliedri vogolarl o semiregolari di pit specio.

Avvectiamo poi cho diremo ording di un ente geometrico rispotto ad un detar-
minato slemento, il sumero totale di tall elemanti che prendono parts alla oostitu-
aione diquell'ente.
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Reti poliedrali
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T questo quadro won eomparisoons Lutta o ro trovate, perchis sono stats omesse
quelle por 1o quall & facle il Toro modo di
Rifrendosi alla classificazions stabilita al n. 83, si ha che non figurano nel quadro,
1a rote speciale dells classe 13 & tubte quolle delle classi 13,13, 2% o 8%

Quanto alle notazioni adoperate nel quadro precedonte osservercmo che i primi
mameri dell’ ultima eolonna richiamane gli articoli del tosto ove si tratta delle sin-
golo roti. 1 pumeri della. stosss ealonns cho sf riferiscons alle figare o cho portano
wn asteriseo (*) indicano lo reti pisns da oal i deducono ls corrispondanti dello
spazio, secondo quanto b stato detto al m. 18.

46. Nel quadro precsdents si b fenuto conto solaments del modo seconds il
quale risultan formate 1 stolle dolle diverse reti. GLi olementi di tali enti geome-
tricl sono gli angli solidi, i fasci o le faccie, e frn quosti elomonti sussiste In
sbessa ralazione (di Ealero) che ba lnogo pei. poliedri, vale a dire il numero degli
angoloidi, anmentato di quello doi fasei, eguaglin sempro il numecs della faccio
sumentato di duo.

Gli- angoli solidi sono quelli stassi che sppartengomo si vart paliedri che for-
mamo la roti; i fasci sono formati dal concorso doi varl diodri dei poliedri che havno
una costola in comune, o lo fccio sono comuni s due polidri adiacenti. Ln colonna
intestata angols solidé coutiens Ia indiazione del numero ¢ dsllo varle spoio i
aogoloidi- dei poliedri cho eoncareoao in ogai stells dolle singols reti.

La eqlopnn intestata fussf contieno 1a indicarione del numero degli spigoli di
elascuna stells o il numero o la specis dei diedri appartensnti ai varl poliedri, che
formano un gito intorno ad ognuno di quest spigoli.

Infine I colonna segmata faceie pora Is indicazione del numero e dell'ording
delle vario faceis che conoorrono in cisseuna stella. Cost per csempio I notazions
simbolics relativa alla roto 14% i dico cho essa @ eomiuniforme; cha ciasouna
stalla, & formata dal esncarso di 5 poliedri, o ciok di wn ottaedro o di 4 eubi tronchi;
ehe ¥i consocrono b spigoli di oul 4, sono assi di fasel del 5% ondine formati
diedro dell'ottasdro & 2 dal diedro compreso ira fuccie tringolari o obtagonali del
cubo troneo & uno & asse di un faseio del 4° ondine formato dn 4 diedri del eubo
tronco; infing chs, sempra in ciasoun vérties, concorcono 8 facee di eui 4 sono brian:
golari o 4 olfagonali.

Por quento riguarda gli elomenti eho costitaissono i vart polisdri che prendono
parte alls formazions dolle reti o per In interpretazions della motazione relativa ai
vart poliedri od ai corrispondenti disdri, =i pud ricorrere al quadro dato al n. 14

Torminorano questa T Parto riportando qui appresso le fmmagin stereoscapiche
i totte Jo reti poliedeali corcate (12 fondumontali o 2 varfard), weluse qualle
appartenenti alle seris risssunto nelle prime 5 classi emumorate al o° 33, lo quali
st deducono facilmente dallo reti piane di eui shbiamo gib date e figure in principio.

Socurrh per XL, Ser, &, Tom, XIV. 1
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Fio. 16,

Fig, 17,




— 108 —




Fra. 21,

Fro. 22,

Fua, 25,




- 110 —

Fa 21

Fro. 24,




—=1f—

PARTE SECONDA
Reti correlative & quelle di poliedri regolari & semiregoliri,

47 Come le reti piane possana considerarsi quali corpi di un mumers influite
i faccio nello spazio n tre dimensiont, eo6) le veli delle spazio. ordinario possono
riguardaréi come corpi di wi sumero infinito di poliedsi dello spazio & 4 dimensioni ;
quindi yer -introdurre il ‘concetto i comelativith nello reti poliedealt i potrebbo
ossarvare ¢he ¢omo da uba rete piana s passa alla sua correlativith medinnte it
prinelpio i eorrelativith fra i poliedri dello spasio ordinarle, eos) da mos rete po-
ledrala si passs alla sua eomvclativa yer mezeo del principio i eorvelativa tra i
corpi dello spasio & 4 dimensioni.

Noi perd ricorbandoei tale modo di derivarions quando faremo Ia ricsres dello
reti poliedrali come easo particolars dei corpi dello spaxio a 4 dimensions, seeandn
quanto abbiumo gil detto al n. 7, ei contonteremo, por ora, di secennare alls cor-
rispondemsa cho i pub stabilice fra i varl elementi che compongouo wia rete di
poliedri, per potere dedurre lo reti corrclative.

48. A alé soopo ossirviumo che in upa rets dello spazio ordinario possiamo
sonsidurare eome elementi primari i poliedré che compongono o reto e lo stelle
el verticl delle quali si aggroppano quei policdr.

Questi elementi prineipali sono eostituiti da elementi secondari, o quosti alla
lor volta da altri elementi come apparisee dal seguente prospetio:

iz, Aagoli sl | & Amolt disir

1. Stalle 18
i 1. Pasei (8. » diedri
[onaeh (7. Disdrofdri
Rer 5 A
2. Angoli solidi }"; i
5 a diedri
1", Poliedri ¥ il
!s' Fce %1’. Tati

Quanto al signifieato dell'slemento déedroids cssarviamo eho came dus rebla in
un pians ¢ dué piani nello spazio i incontrano rispettivaments in un puato o se-
cando una retéa, determinando lo prime un angelo piano s 1 secandi un angolo diedra,
eash, per analogia, & pud ritenere che due spazi ordinari nello spazio & 4 dimensiont
¢ iocautrano seeondo un piane, determivando una. rogiono 4 detbo spazio indefinito
in tre sensl, al quale sl pud dare il vome di dicdroide.
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1 diedroidi della reti sopra considerate sono perd un csso specialissimo di
qualli orn definiti, pershb o rogioni. i spaio, cho stanno dalle dus bande dol pisso,
appartengono allo stesso spazio ordinario, sicohi tall diedroidi spesiali sarebbero i
conispondenti dogli ngoll piattl ¢ dei disdri piatti dello spazio a dus e tre i~
mensioni.

49, 1 dus slementi principali, stells & polied, sono correlativi; agli elementi
sosondari o Eorsiari dell’ uno careispondono gli elomenti secondari o tersiari deil'altro;
cosiceld riforsndoci-al prospetto dato precedentemente sl pud dire cho per la corre-
lativith ha luogo 1a corrispondenza fra gli elementi cho abbiamo distinti eollo stesso
aumexo dording. Dopo sib possiamo dice sho In. corrispondenza fra due réti comrsla-
tive dallo spazio.risulta stabilita dalle soguenti relazioni:

10, Ad ogui poliedro togolaro 0 somirogolare si pub far eordspondere o,
stalia avonts i) centro fn quello del poliedro. ed i raggi corrispondenti, perpendi-
calari all fastis dol polisdro medesimo tiei punti canteali-

9. Agli angol solid del poliadro corrispondano gli- angols 3oiids dello. stesso,
ordine: melli stelle: Tali angoli sono supplementatic

8. Alls fzecie del polisdro corrispondano nolla stella fase dello stewso ordine.
Gl angoli diedri el fascio sono complementact aghi angoli piani della fasela.

4%, Aghi angolé diedri- dol. poliedeo corcispondond la. faseis o angolt piani
dolla stella, il valors sugolare doi quali & il supplemento di quello degli augoli
diedri oorrispondenti.

50. Per lu stelle suddetto adotberemo uns nofaxions identica o quella gid usata
selln Prima Parte pei eorrispondenti poliedt, eolls sola differensa cho la lotters
Jatine ‘saranno. sostituits dalle groche. Cosh Ia notazions (xw) stard ad indicars la
stalla corrispondente a1 cubottacdro tronoo (af), 1a quale stella risulta formats,
per ¢id cho preosdo, da Ggu, By, 129 omia da 6 fasai ogolari del 4* ordine,
8 rogolari dol 9, @ 18 puro regolasi del " La_ notazione dogli angoli piani A,
dolla stella sach fatta cogli stesei eritori adottati por Ia notasione degli augoli diedri J
dei poliodst (. 11), e quindi ogol A_sark acompagnata dalls lettare cho indioao la
stalla speciale n cal apportions o dai mumer, & guisa 8 esponantl, cho esprimono
Tordina dei fasoi i cui nssi (ragei della stolla) detarminano quell'angalo. Cosicchs
riferendoci alla stolia sopra considerata # trova che essa contiene 72 angoli piani
i oui lati sono:

por 24, gli wssi di fasal ragolari di 8 ¢ 6° ordine
AT AT :

T R w s fres s

Ora, secondo 1o convansioni proceldenti, tatto eid pud essero indicato simbolica-
mente colla notazione
[FRAnELALS
72 ) 24
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. Ogni reto ammette una corvélativa, Se tutti i poliedri doll' una hanno wn
contro o i vertici delle stells delValtra coincidono con questi dentri, ogni raggio
comune 8 dug stolls Hisulta parpendicolare nel centro della facoia comuno ai dus
poliodri oho contengono 1 vertiei di gueste duo stelle. Due reti che si trovano in
queste condiziont la diramo confugate. Alls reti di poliedri regolari ¢ semiregolati.
con stello eguali, corrispondono delle rti di stelle regolari @ semivogolari lo quali
daino Tuogs slla formazione di. poliedl eguali fra. di Toro.

Noi dobbismo ora osouparel della doterminatione di quest’ultime reti; perd
plttasto o considerarle come aggregati di stelle, lo riguirdursmo aucora coms
iusiemo di poliedri $utti eguali fra i loro, ¢ che eoi loro sggruppamenti duno ori-
gine & stelle regolari o somiregolari con fusei regolari. Per brevith di linguaggio lo
rafi. trovate nella Prima Parto lo chinmeremo reti fondamentali o quello.cha dob-
biamo ora detorminare o diremo refi correlative

52. Lo faccie cho formano i corpi dello reti correlative sono in numero ed in
ordine eguali @ quello dei fasei che compongouo le stello dolle corrispondenti reti fon-
damentali; gli angoli"di quello faceis sono, eome abbian osservato, | supplementi
dri vart angoli che costituisoono quest! fasel. Al fasel di 8° ordine (di diodri noti)
corrispondons delle facois triangolarl delle quali essendo conosointi gli angoli sono
completamente detorminate di forma. Eccettunte quelle formate da soli prizmi, nes-
suna, fru le refd fondamentali contien dei fasoi di ordine supsriore al 4°, cosiechd
ls faccic dei solidi oareati sono trilaters o sl pitt quadrilatere. Anche per le faccic

potrema, como abbiame gih esservato, inare subite gli angoli. Por
avere i lati di detts Faceis busta osservare eho ognuna dolle costola del solido cer-
cate @ gempro data dalla somma della apoteme dei dus poliedri di oul In fascia
eomuno & porpendicalare allo spigolo considerato. T peliedri rogolari ¢ semirogolari che
cestituiseono 1o roti fondamentali hanno tugh ghi spigoli di eguale lunghezza I, quindi
poteumo esprimere tutte 1o apotita relative alle diverse facsis dei varl poliedsi in
funzions i questa lettora.

5. Indicando in generale con gk U'apotemn rolativa alla faccia di ordine n,
dal poliedro & il prosptta che segue di la espressions delle varie apoteme doi. po-
lisdri rogolori o seunii i che entrano nella eostituzions delle retl I

Tetmedro .+
s
Otasiro 2, =212

Tetraedro tronco

[ etmteli1)5

Gube tronco. & oy sk s 2 ;
[ =185 2y = (a3 0)
Soaiers vet XL, Serle 8%, Tom. XIV.




Otaedro tronco

Cabottaedro

Romboeuhottaedro. . . . . . { X e
(o= (s:’.,-,-lw)-—iiu*”*‘

Cubottapdro tronco . . . ..

Prisma 3 base ottagosa . . .

54. Veniamo ora alla determinazione delle reti correlative ehe ricavoremo da
quelle fondamentali nell'ordine stosso secondo cui sono state trovate nella Prima Pacte
(n. 33).

1. Por lo. 10 refi di prismi e por o vardet (nn. 18 e 19) si vede subito
che lo corvelative risultano pure formate da prismi di eni lo basi sono rappresentate
dai. poligoni dalle roti piane eorrolative (roti punteggiste, figg. 1-11) @ la fuccie late-
vali da retiangoli di eui Valteaza & nguale allo spigolo delle reli fondamentali,

Si ossorvi che la rete di cubi & autocorrelativa, o che quelle di prismi & ba
gonale ¢ di prismi a bage triangolare sono I' una correlativa dell'altra. La rate 11
tituita da una pils indefinita di prismi aventi o basi di uwn numero infinite di
Iati ¢ quindi limitati, lateralments, da una striscia Indefinits di qun: - 18),
ammette per correlativo In reto formata da infiniti strati di prismi di eui ln bast
saao duo bilateri (striseis indefinits) ele faccle laterali debbono rignardarsi como. rot-
tangoli infinitamente: allungati.

55. 13. Lo correlative delle 10 reti o dolla varieta, di solidi prismatioi rego-
lari estesi indefinitaments, sono rappresentate dalle reti piane corrolstive & quelle
fornita da una sezione retta dollo reti di prissi predetti. Tali serioni, mppresentate
dalle refi punteggiats dello fige. 1 o 10, debbono perd essars considorato come lo
reti di combaciamento di due poliedri di un numero infinito di fceie.

La refo 11% (n. 20) di gquesta classe & costituita da dus pris wfiniti for-
matl 44 rin namero ininito di strissis, cssia da dus corpi biangoioidi oon un Humery
3 ora & facilo riconoseors che la rete correlativa @ iden-
tica alla procedents; possiamo quindi dire che anche o 11% & autocorrelatioa

13 Allo 10 reti od alla varietd, costituite da due solidi di un numero infi-

ia (a. 20%, figg. 1-11) corrispondone come correlative, 1o 11 reti di sokidi

prismatici indefiniti o dalls g lo sezioni rotte sono le reti piame rappresentate
dalle rsti puntegyiate dells figg. 1-11
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La correlativa alla 11% voty df questa olasso & formata da infiniti pian ehe
biseeano oriogonalmente gli spigolf delln rets fondamentale; questi piani costituiseono
nel loro insienio anti biedri (strat) con dus fasoi regolari di wn numero infinito di
diedri, ¢ due stello regolari di un numera Infinito i fucois
57,2 La rele formals da due pile indefinits 3 prismi storti di eui ls basi
lianno un numero fnfinite di lati, ba per correlativa un insieme di solidi prismatici
indefiniti ‘di eui Ia sevione, normale alla direatons dogli' spigoli, forniscs una rate
di esagoni. Tali solidi sono aualoghi's quelli della rota eorrelativa 112 di cui s
pazla al n. 54, eolla difforenza che ognuno dolle basi bilatero di quella & wostituite
da due bilateri o strisofe.

58. 3% La rets (n. 23) di prismi o prismi storti alterati, con base di un
emro infiito di Iat ¢ quindi lwitsti Iaterslmento da steisei di quadrabi o di
inngoli rispettivamente, ha per correlativa quella formita i solidi Je cuf se
retée sono doi pentagoni rappresentati dalla rofs piann punteggi 9
fugoio i tali solidi, cho earrispondono agli spig: i triangoli e ai quadrati,
sono da eonsidorarsi come  rottangoli infinitamer , 1o altee fuceie sono bila-
tarali (strisoi

5. Lo oorrelative alle classi 4% 5% (. 83) di-rati fondamentali possan essére
doterminate sontemporanes resenti lo osservazioni fatte o il prospetio
doi valari delle ape

Prima. perd di venies & questa detorminasione o occuperamo di aleuni poliedri
speciali o ciod dol dodeeasdro romboidale o doi vart solidi. geometrici in cui questo
pub essere decomposts, porch, eoma vodrémo fm poco, somo ppunto questi eorpi
che costituisoony gli .lwum polisdrict dalls. o tive a quello ohe non i
deduoono d piane. Passeremo ora i i poliedri speeiali,

60, Dod idale {; un cubo, assunte come
bast {fig. 25), si eostruiscono @ di. zagolari. esllangolo diodro alla
Dase di 457 o s6 immaginianmo poi soppresse lo 12 eostole del cnbo stesso, si of
un corpo costitaito du 12 losanghe che rappresents il dodecacdro romboidale
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corpo st pud anshe obtencro - costrueado opportune piramidi triangolarl sulle faccie
dell'ottasdro regolara come mostes In fig. 26.

11 dodecasro romboiiale contions 6 angoloidi regolari quadsi
estromith di 8 assi ortogonali (fig. 26) o § angoloidi. regolari
sstromi della disgonali di un eubo (fig. 25).
gl angoli disdri sono eguali tra loro.

Chismando ¢ il lato della losanga, D, & Ds gli sssi del corpo che conginngan
rispettivamente una coppia di angolaidi quadrispigoli e trispigoli; du e ds lo diago-
nali dolle Insasghe, che riuniscono. rispettivamente due vertiei di angoloidi quadri-
spigoli o trispigoli, si deduce subito, per eld che proceds, che la

igali situati alle
sispigoli posth agli
1! numero delle costole: & di 24, e tuttl

78
diagouale minore dells psangn = dfem ¢ 2E2

»  maggiorn -+

dingonale minore del dodecasdrn == = 2y mm fy }TS

» maggiors = » =Dy=2

11 valare # dell'angolo diedro & 120°
i agoli plani @, 0 a, rolat
dati rispettivamonts da

agli angoloidi quadrispigoli o trispigelf, sono

cas;‘,u,=1"_§ i = 70031487024

= 100°2816",876

ossia sono rispeltivamento gli angoli diedri el totraedro e dollottaedro. vegolars
(0. 15).

Lo figors 25 mostra che i1 dodecaedio. romboidalo pud- scomporst in 4 rom-
boedri o in B oftaedri o 1n 26, in 8 dipiramidi triangolari s base triangolare
equilatora. Una di elasonna specie di questi corph & rapprasentata. in forma, posizions
notazione, ma in dimensioni maggior], dalle tre figuro 27, 28, 20.

61. 11 rombosdro (B) fig. 27 ha G faceie eguali a quelia del dodecnedro rom-
boidale, o duo degli angoli salidi triodri opposti A 6 O, sono pura eguali & quelli
dol dodoensilro stasso; gli altei G sono. costituitt dal concorso df un angolo ottuso &
di due acuti della losanga che rappresenta la facein del dodecasdro romboidale; la
grandozza dollo suo varie parti & la seguante: Costola— 1

dingonale maggioro dolla fac

i
e

*  minore 2t s

diagonali del corpo, AQ =1
. s » AB=LD=
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62. Loftazdro (C) fig. 28, & 1a sesta parto del dodecandro romboidale. B copti-
tuito da 8 triangoli iscsceli clis.si ottengono dimezzando, colla disgonale minde, 1a
losanga. sl dodecasdro vomboidale. F1i angoloidi sons quadrispigoli & regolari due

&

Fio. 17,




— g

Si ossorvi cho I sosione ADCB- dellobtaedro & un quadrato, ¢ le altre due
AEQO —BCDO sono losmgho oguali alla facsia del dodecaedro,

69. La bipiramide OELMA (D), fig. 29, & Vottave parte del dodeosedes od &
formata da due piramidi triangolari rog
come risultante dall'ottara parte dell'ottasdro cha ha servito o dedurrs il dodeoasdrn
romboidale a doll'ot
posta i triangoli isosceli otte
1.5 Tosangha. dol dolassodoe obo cotsorzonc.ia sino sbemso  mngulaia Hrisplgolc, pee
mezzo delle diagonall maggiori.

Lo Tungheize degli ‘spigoli sono

i el

lase in eomuno. Pob riguardassi

0, b SovEap-
nti dimezzando

213

OE=0L=0M={D,—=d; =

AE == AL == AM =

altr oorpi ¢he possono de ai tro precedenti.
— Si deduce prendendo rispottivamento Ia meth

72 o (fig. 28) o del romboodso (|
losanga cho serve di base & ka faccla stossa del dodecsairy romboidale
Iaterali sono la metd dl questa stos diagonale minore.
Lunghezza dogli spigoli:

AX

AQ = OD = DB == |

AB—AD

B ~ 8i deduce solaments dall'ot~

ndendons h makl \Bt DR
G spigoli sono:

taedeo p

AB =1BC=0D =

7o dsosoels (@) — Si deducs
to ORRAT por visaso di dua pinai cho
. 8i ottione anche pren-
(fig. 20) In aui viens divisa ln
passunti pec AO porpendieclizmonte ai tre spi-
. LH , ME della buse equilaters. Per la lunghozsa degli spigoli si trora

bissuno ortagunals
dendo una dallo tro parti, p

bipiramide (D) por mezzo dei pi
goli




67. Tetraedro di driangoli nguali od isoseeli (H). — 8i ottiens
meth EOBA del corpo B, n. 64, ossia del corpo ABEDO (§
La lunghosea degli spleoli & data da:

o prendando la
g2. 27 o 28)

B0 =AB=d, g
BA=EB=BO=0A—

68. Tetraedro (1) di cui

le. faccie 30n0 wn mezz0 guadrato, wna messa losanga
aggiare ¢ dia mesio losaughs sulla diagonale mi-

00 prendondo ' motl ABDE del corpo (B) ossia di ABEDO

o la meth 4i (F) ossia ABCDE (ig. 28)

Gli spigoli &

BE

AB = AD ==

0. Piramidi triaugolari (J) di out o buse ¢ mesza losanga sulla
misare. — Si oifiens prendendo In meth ABDS doi corpl (H) = EOBA, od
(T)=ABDE (lige: 37 & 25).

Por In lunghezza degli spigoli si trova:

guadrata on faseis laierali distints in dus coppie di
joli aguali (L). — Si ottions prendondo 1a meth ARSTE dol corpo
igg. 28 2/20), o lu quarta parts del carpo (F)— ABEDE (5g. 28).
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11 valore dei suol spigoli & il seguente:

AR = RS = 8T

T1. Tetrasdro (M) di due coppie di triangoli vétlangoli eguali. — Els
meth SRAE del solido procedsnte (L)=ARSTE (fige. 28 ¢ 20) o In mofa del
solido (7) = ABES (figg. 27 o 28).

I smoi spigoli sono:

iri precedenti soldmente il dodecasdre, il

72. Si pud osservaro che dei p
romboedro o Vofiaedro ammettono un contro gesmetrico.

Ossarviamo ancora she dei 12 corpi trovati poi quali  possibile sggrupparne un
carto mumers, df una stassa specie, in modo da otteuere un poliedro zogolars, i banno

+ easi seguonti:

y]

Fio. 0. Fio. 8.

1o, Sei (F) por formare un eubo () di lato ds (fg. 25)

9%, Quattro (D) per formare un enbo (k;) di lato £ D= ds {fig. 80)

9. Tre (L) per formare un cubo (&) di lato +da (fg. B1)

73. Pai dodici corpi frovati possono essere messe in evidenza eon faailith lo
derivazioni precedentemonte acoennate, per mezo dol seguents quadro:
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(B == (4)

—my
e |
) R e B o AR

74, Parimente nel guadro cho segue abbiamo 1 indicazione del numero, delle
partl sguali @i cui & compans ognuno dei corpi (A), (B) ,(C),... rispeito nd aleuni
o a tutti § corpi oho nel quadro precedents soguono quello considerato

‘ [ @ || © | @ w
| 12| 8 4 Tt
a — = 1
% 2 1
| = - [
| |
| [l [kl
Aal |
.| |
4|
el
| 2
on | 1

In questo” qundro ogni’ numero indica. quanti eorpi corrispondenti al simbolo posto

in testa alla colonn, somo contsnuti uel corpo rappresoatato dal simbolo dolla prima
calonms  sinfstra.
. Tnfine nel tarzo ed ultimo quadro seguente sono posti in evidena i numeri
di sngoloidi appartenenti i corpi (B),(C), (D). . (M) e che oo~
i vari angoloidi def corpi (A),(B),(0)... (M) o dei eudi
(I5,)  (3), da. cui il carpo considerato pub de
"Fale qundro si limita o mottere in rilievo solamente quei easi eho of tornaranno
utili per poter riconosears pih facilmente di quall o' quanti sngoli solidi, apparte-
nenti predetti, seno composta 1o varie stelle delle: reti- eorrelative:
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(B) =AM, D, B, L, F, 0,8, (A) fgg. 25, 27 | H=E,0,B; A, () figg. 27, 28

(C) = Ey Ay By G, D 0y P BT e
(OB LA, Ay -« ] 4ABDE  (F) « 28
D =ik G004, (K = 80 @ - 2nm
B = e B » 2 M » 27,28
(By= B.%, ' © » o8 e
4.3,0,D, E, 0 » 28 |E=IAKSDE (F) - 8
(F>b§“:“'{‘v”=“f :K).) »log [ R ST E (K) + 81
) = 28 _IBRAR (L) .
Ry b

Lo primo Letfere fra parentest sono i simboli dei corpi che si considerans; lo
Tettero della terza colonna, sempre f
vano rispottivamente i primi. Gl ind
quali denofano i vari angoloidi del corpo corrispondents nella prima colonna, stanno
& rappeosontare il numero di fali angoleid . per formare gli ango-
Toidi corrispontanti del eorpo da eui pud deri 0.

76 Qéoupiamost in ulkimo di du altri dod speciali i quali possono facil-
ments dorivarst dal dodecaedro romboidals (60). Uno di questi nuovi solidi insieme
resentato. da upa delle tro parti egusli in oni pud decomporsi 'altra,
elementi. per costituire rispottivaments 1o correlative delle reti fonda-

o di questi solidi s lasciano invariate nel dodecasdra
g Io trs Tosangho oho formano Fangolo salido triedrs A;
della 6 costole parallele all'asse AH, si luseiano purs fnvariate quelle eho parton
dai tre vortici B, L, M mentra le alirs tre DP, FQ, NB si ridusono ad un tarzo,
© i riuniscono poi consecutivamonts 1 punti N, G, Q. 1,2, C (ig.

La lines esagomale speszata. cost ottonuts & simmetries 3d NLFMBE ri-
spetto al piano. che biseea ortogonalments lo tro costole CE,LG., ML, il ehe si
rende manifesto osservando cho i trapert laterali risuliano isoseali pel fattn oho o
proezione p, per esempio di BL sulla L, & 1a tersa parte dolln stossa LG . Infati,
essendo (n. 60)

ety o=/, s ha cona'= 1

o quindi
Pp=BLon = % i

Dopo ¢id prandendo H simmetrico di A rispetto al piano di simmetria predetto,
o congimgendo. questo punto oon €, G o I si viens @ formare dn H un triedro di
tre losanghe idéntico & quello obe ha il vortioe in A.
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La lunghezza doll'nsse. AH (fig. 52), si trova osservands ehe NB=41, ¢he

e
(0 60) AB = dy — %;’; o che quindi

An=ﬂu_+awmm:§u +4;’§mu)=.%’

essouds @ Vaugolo (fig. 25) che AB, Tnto di un cubs, forma ool su diagonalo AT,

Fig. 82

Dalla semplics fspezions dolla fig. 32 si riconoses subito ehe il dodecasdrs ora
considerato si eompone di tre soli li all'ssagdro ALBEGNGH al quale
daremo il womo di rombotrapszaide e che & formato da die Iosanghe o da 4 trapesi
due a dus eguali. I trapezl pit pleooli hauno la base minote NB egualo alls terza
parte della maggiore, o el trapeat. piti grandi la bass maggioro AH eguaglin i &
dells minore.

77 Un alteo dodecandro, aualogo ‘al precadents, si ottions supponendo che
(fig. 25 0 26) 1l s0lo angolo solido I insibime ol tro losanghie ohe lo. frmano rasting
i 60° intorno all'asse AH. Dopo cid ‘rleordando quonto & stato detto al nnmars
provedanie relativaments alla lunghezes della proicsions di BL sulln TG, & fucile
rivouoseers che questo muoro. dodecacdro, ohe ehiameremo rombodrapessidale hn uns
forma somigliante & qualla dells. fig. 32, Tuttl | suoi spigoli sono sguale nd ¢ (lato
dells loswogn del dodecasdro romboidals) eceottunti i 8,NB, QF ,FD olis sono
oguali a 51 i 8, LG, EC, MI che sono eguali a £/, Quest ultimo dodscssde &
Il corpo correlativa alla. sarioti dol cuba oftasdro, vella quale i dus triangoli oquila-
terl ¢ i due quadrati oho concorreno in ciasoun verties vesultan altarnati fra di loro,
per 6 angoloidi, ¢ adincenti 'nno all'slico per gli altr entre nol cubo ottasdro
ordiuaris tutti gli angoloidi sono costitaiii da dus triangoli e dup quodrati altarnati,

Ed ora vasiamo alla determinseione dolle: seti corralative &' quolle formats da
poliedri. regolari o semiregolari.

78. 11 quadrg dello retl fondamentali dato al n. 45, e ls ossorvazioni fuite ai
un. 51,52, 53, ef mettono in grado di dedarre facilments tutts lo zeti’ cormalative,
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Tralaseiando quelle che sano gid state trovate par alfra via (nfi. 54
minagions delle rimanenti pud farsi nol modo seguente.

Por Ta Tote fondamentale 2 si ha che in ogni stella soncorrono 14 angoloidi di
cui § appartengono & dei betrasdel 0 6 & degli ottacdri rogolari, quindi nelln corre-
Intiva ogoi corpo i 14 angoli solidi di' cui & appartongono 3 stelle regolaxi fobra-
spigoli & 6 a stello regolaci ottaspigoli. Ogni stella della robe fadamentale contions
12 fasoi i 4° ordiue i cul diedri opposti sono eguali, @ porcid i corpi. della rete
cotrolativa debibono contenere 12 facon quadrilators di eol gli augoli. opposti somo
eguali.
In ogui stella della prima rebo conoorron 24 faccio appartencnti tutto o trian-
goli equilateri o quindi ogui corpo dello oti eorrelative dev contenero 24 diedri di
120° perchd tuttl appartenenti a fasei regolari &i 8" ordine.

Gli angoli o 2 delle faoela quadrilatere 2on0 (. 49, 8°)

58), la doter-

=180 — d, =J, = 100°28710", 376,
o quindi

# =T70°83148",624..

Ta faccia & ung losangn perchi tutti gli apigoli hiamno una lunghouza espressa
da (n. 52)

Fia. 48,

I corpi,  allanqu, cho formns In. vele correlativa alla 2 (fig. 88) sono dei do-
decasdri romboidali gid descritti al n. 60.

79 Por Ia determinazione dolla roto correlativa alla 2" si regiona nello sjesso
wnodo, gideehis & corpt clis: I oostituiseons mon differiscona da quelli delly rata pro-
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gsdento: che per 1o forma i alome delle fucels, perebd sei di osse Sono losanghe
oguali & qualle del dodecasdro romboidale, ‘o 50" sann trapest fsesosli § aui angoli
sono eguall o quelli della Tosanga. Gl spigoli del solido sono:

-
base' maggior del troperio ;2«,:%:(?)

vt sG]

It egaali . L . .. = ,_I(PTE)
Questi valord divist por 19 Giveatano identici & quelli actenuti pel. dodecardro

sombotrapesoidale (77). Ta correlativa alla 2 & quindi formata di questi speciali
dodscaedri ed & rappresontata dalla fig. 34.

L 34

80, La reto, oorrelativa alla 8 i trova collo stesso metods ; sssn & formata di
tatrasded di oud la 4 fasca sano triaagell o isoscoli eguall. T lunghezmo degli spi-
goli wano le soguenti :

Questi valori 4l
considerato al'n.

81. Pr 1a rati chie portans il nwmors dordine dal 4 41 13 sono gk state con-
siderats le cortispoudenti’ correlative ai mu; B4 ... 68

por ({/8) st riduoono'a quelli dogli spigoli del atrmedra (H)
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La. correlativa alla reto 13 si ricava seguends lo stasso procediment o i trova
che. essn risulta. formata i romboedri (u. 61).
82, La rate correlativa della 13 & costicuits ds 7 fces, 8 angoloidi o 12 eostole.
Tufutti, esminando 1a veto 18" si wode cho nf 2 fasei 2,(d7 93 408) corrispon-

dono dus losanghe 1 oai lati souo z‘? sl due fasei, 2.(24PAIE) corrispondono

due trapeai fsosceli di oui i Jati somo:

base maggiors = 2 af, =
base minore =2 4, =2
Inti eguali

Tofing i dus fasci 2,(29% 24%) corrispondono pure due trapezi isosceli i lati
del quale sono:

base maggiors =503 = 2HS _ 5L l.’l’)
5 —w\2
B {1E

base minors  — Batm %-9—1(%)

lati oguali

Dividenda per (’%‘f) tuttl i valori trovati o confrontando | resultati con quolli
che eorrispondono al salido del n. 77, si pub concludera che la corrolativa dolla
roto 13" & formate ds rombotrapesssdri.

3. Senza csporre ora. dettaglistamonto 1o ricerohe relative alle roti eorrolative
rimaneati, fanfo pi ¢he guesta Ticersho & 0onducono con metoda identies & quells
seguito precedentemente, of contentéremo di dare 1 risultati finali i quali ci dicono
cho  corpi ehe rispetfivaments costitniseano 1o -corcelative alle ruti fondamentali

14,15, 16, 17,18, 10, 20, 21 /22

sono (F), (0. (DY, (), 43V (L), (1) (B}, (M)
gik studiati o doscritt i mn. 6075,
Dal quadro del 1. 45 si deduca f
delle varie stello rispatts agli angolod
rispetto agli angoloidi dei corpi (A)(B)(
sarvaro che per Ia rete di dodecasdri. romboi
triodrl (A,8,0,D,E,F, G,H,1, figg. 25

meute, per ogal Tate corcelativa, Tordine
Ma per trovare Lordine: di deits stells

(LY(M) che lo formand, basta. os-
li (A) (fig. 83) lo stells di:angol
) oo di 6° aedine, o quella di an-
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goloidi tetmedri (B, LM, N, F,Q, figz. 25, 26) sono di 4 ordine. Dopo oid il
prospotio el o. 75 of parmette di risolvers subitola quostione proposta. Si consideri
por es. I roto correlativa alla 14, formats di corpi (F). Dal prospetis predetts st
ticongsce subito che gli angoloidi A (== B='==D) ed B sono rispettivamente di
2° e 1° ordine rispetto agli angoleidi omonimi di (F); oe gli angoloidi del dodo-
caodeo. romboldsle sono i ardine 82 o '1° rispetto & quelli dal corpa (C); dunguo
le stells della rete =ono di ordine 242 ¢ 69 rispetto ai medesimi angoloidi,

Allo stesso risultata si giunge ossorvando che gli angoloidi A =B = G D & 0
di K, souo rispettivaments di ording 3% o 67 rispetto ngli angoloidi omanimi dt F,
o che nolla rote di cubi tutte o stalle sono dell'8* ordine: rispetta agli angololdi,

4. Tiitto le nozioni saposte fin. qui, intornn alla costituzione delle reti corre-
Iative, possono essoro viassunte In un quadee analogo & quells dato al n. 45 por 1o
reil fondamentali; perd possinmo. dispensarei- dal sompilare questo nuors. quadro,
giscehd quello: precodentemente ricordato. pud egnalments service per ls reti coreela-
tive, quando: I. GIi onti atollo si cambino coi polésdris L. Lordine della stella
(n- 45) ispetto agli augoloids. ai fasei. alle faceie, con quello dei poliadri; rispetlo
agli angolofds, alle facoie alls costole; 1LL L mumert che nelln costituzione della singole
stelle indicano: 1° i gruppl di wagoluidi eguaii appartencnti allo varla specie i
poliadriy 22, i gruppi di fusei sguals eastituiti dn sposiali diedri di daterminati
palisdri; 8, § groppi di fusels epudi o regolars dei varl oedin, si cambin rispet-
tivamento oof numeri che nella eostituzions daf stugoll poliedet indicans s 1%, i gruppi
& angoioidy eguali uppartenenti alle vario spocio di slalle; 22, | gruppi di fzecic
egualé- eontanonti speciall awgoli piand di- detorminate stei i grappi di fasc
eguali o regolari doi vorl ordin.

85. Dobbiamo perd ossorvave chio montre por 1o veti fondamentali possiamo limi-
tarel & dato il quadro dol o° 45 contenente Ia eola indicazions del mods di costitu-
ziona dolle stalle, essendo In formn dei poliedei rogolari e semiregalari ben nota, per
Iz zeti cormalative sarebbe opportuno ohe il quadro eorrispondente, oltre contsnors 1o
analoghe, indieasioni rélative. ol poliedri, contanesss mnche quoile ehs’si riferscono
alle stelle regolari o semiregolori. Ma anche quests. parts del prospattn pud facil-
mento compilarsi ponendo ments o quants & stato detto al n. 49, e alla forma dsi
solidi regolari o samiregolari quale risults dal quadeo dato al n. 14, Ci Timitersmo
portace un essmpio della complota indiswrione. di tutte lo partisslarits relative
alla costituzione di una rete e alls suscorri: eorrolativa:

Reta fondamantale di's o0 o 100 con siclls pontangolidali-(veta 17)
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Rete correlativa di

L3, guw' o poliedri. pentangoloidali (rete di corpl (B))

T Foumne STRLLE
Ordine riapetts N Ordise rinpetlo
T e agli
ahgoleit alle faceio fosebele Allgﬂlmﬂl‘ alle factie { alle :ﬂmt\u :
| 2o |2>(.7;' Zaih) 9}2% x 8ay |, l!2 H AR
Ei'a" ",‘ w o] frp | 1200 [BEaOgs 24 palepat
2apn | 1B S ol T oua | da, (84 Gpa 1090148 240l 2Alg)

Si noth cho o/} sobo quadeati ugnali alla £, tuttavia sone stati distinti fra
di loro. perchi eMettivamente 1o /] hunno nol 720 s funzions diversa da quells
dells /.

La stessé cosa & pud ripatare par gli angaloidi quadrispigoli regolari i ¢ ol
rispetto alln stolls gaw.

¥, 5.

0. Lo collatte degli alveari dolla api-hanto, come & noto, 1a forma prismatica
egomals. 1 ingresso di tali-cello & un ‘esigono vegolare, o il fondo & sostituito da
tee Iosangiic. eguali. oho formano un angolo solide friedro eol vertico sull'asss dells
superfisie prismatiea, Tali cells sono disposte secondo dus steatl (fig. 55), I'uno contro
Talteo in maniors che il fondo di ogmuno & costituito dalle losanghe di tre alveoli
dallo strato opposto. Ora & facile risanoscere oho quiests aggrogamento & idontico
quallo di dus strati di dodscazdri romboidals, eome si tileva dalla stessa fig. 85,
nolla quale una di tali eelle & stata appunta ridotta & dodecasdro romboidale. 1 pure
vt (ed & staty matematicamente dimasteate) oho Ta forma: dellalvears & falo oho
con uaa. datn quantith di materia: (6era) contiens 1l maggior numars possibile di calle
oali o simili o di dsta capucits. Lo rote (g, 83) di dodesasdri romboidali dave
i soddisfare alla stessn eondigfone i minimen.
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Porrh termino
iari o le loro corral

al prosente lavors colla seguonto sservazions: Le reti piane
five, possono tutte ottenersi mediante opportune modi-
oidi o sulle faceie delle reti regolari, nella

correlativi possono.ricavarsi 0

stossa guisa cha 1 poliedri so
amaloghe modi

Lo stesso
o quells

5 nenti d

ora verifioarsi per 1
6 1o Toro

ive, debbono potersi. obtenore ¢
rate regolare di polie
wifies pel mostro spaio, quelle speciali opa
dificasioni sopra aecennate per p o polisdralo regolars

corrispondenti, debbono. suggerira molio probabilmente i modi per ottenere i corpi
samirogolari & i loro corralutivi dello spazio & quattro dimer
lari dallo stesso spazi.

Per ors mi basta di avers aceewnato tione nella
tornae sopra. quando, come ho gid detto ai un. 7 e 47, mi
dolle reti dello spario ordinacio considersndole’ come pol
di elementi dello spazio s 4 din

ifica-
i (rato di essedri) ; anzi, guidati

zioni di mo-

llo samniregolari

sion.

st derivasioni d
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