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PREFACE.

Le troisieme Volume de mon 7raité de Mécanique céleste, que je
publie aujourd’hui, se rapporte a un seul 6bjet : la théorie du mouve-
ment de la Lune. |

J’avais espéré un moment (ue je pourrais y joindre les autres sujets
non traités encore et terminer ainsi mon Ouvrage; mais j’ai compris
bien vite que cela était impossible, et je me suis décidé a consacrer un
volume entier a la théorie de notre satellite.

J’ai donné des apercus de toutes les théories importantes proposées
jusqu’ici; cherchant a rester clair malgré la concision qui m’était impo-
sée. Le lecteur verra défiler ainsi devant lui les travaux de Newton,.
Clairaut, d’Alembert, Euler, Laplace, Damoiseau, Plana, Poisson,
Lubbock, de Pontécoulant, Delaunay, Hansen, Gyldén, Hill,
Adams, .... Il n’est pas inutile de rappeler les travaux anciens, quand
ils émanent d’hommes de génie; plus d’'une tentative récente vient se
souder aux essais antérieurs et se trouve ainsi mieux mise en lumiere.

Le Volume se termine par un exposé de I’état actuel de la théorie de
la Lune.

Je dois remercier M. Callandreau et M. Radau du concours qu"ils ont
bien voulu m’apporter. Le Chapitre XVIII est la reproduction presque
textuelle d’'un Mémoire récent de M. Radau (.4nnales de l’Observatoire
de Paris; Mémoires, t. XXI).

Le Tome IV comprendra le calcul des perturbations des petites pla-
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nétes par les méthodes de Cauchy, de Hansen et de M. Gyldén, le
calcul numérique des perturbations des cométes, la théorie des mouve-
ments des satellites, et une série de sujets détachés tels que : la capture
des comeétes, I'influence du milieu résistant, . ... J'espére que la variété
des questions donnera de I'intérét a ce quatriéme Volume qui sera le

dernier.

21 seplembre 1893.
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CHAPITRE I.

INTRODUCTION. — ETUDE DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE

d*x .
ar + z(q*+ 29, cosat) =o.

1. Etude de I'équation

d*x

(a) a0 + x(g*+ 24¢, cosat) =o.

Cette équation est un cas tres particulier des équations différentielles linéaires
a coefficients périodiques, considérées d’'une maniere générale par M. E. Picard
et M. Floquet. Pour établir ses propriétés d’'une maniere simple, nous adopte-
rons d’abord I'exposition de M. Callandreau (A4stron. Nachr., n° 2547).

Soit ¢(¢) une solution de I’équation; on aura aussi les suivantes

$(t+m), Y(t+2m), Y(t+3xn), ...

cela tient 4 ce que le coefficient de = est une fonction périodique de ¢, i pé-.
riode . On sait qu'avec deux solutions différentes, §(¢) et { (¢ + =), de I'équa-
tion linéaire (a) dépourvue de second membre, on peut former toutes les autres,

T. — 1l 1

T
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et en particulier ¢(¢ + 2w). On aura, en désignant par A, et A, deux constantes
convenablement choisies,

(1) $(¢t+2am) =AY () + A Y (¢ + ).

Si §(¢) et Y (¢ + m) n’étaient pas deux solutions différentes, on devrait avoir,
en désignant par B, une constante,

(2) YL+ ) =Bo(2).

Cela posé, je dis que I’équation différentielle (a) admet une intégrale F(¢)
telle que I'on ait

(3) F(¢+7n)=vF(¢),

en représentant par v une constante différente de I'unité.

En effet, supposons d’abord réalisée 'hypothese qui conduit a la relation (2):
la condition (3) sera vérifiée, si I’on prend

F(6)=4¢(¢), v=B..
Ce cas exceptionnel écarté, nous allons montrer que I’on peut prendre
(4) F(¢&)=y(t+m) + v, §(¢),

ol v, désigne une constante. En substituant cette valeur de F(z) dans I'équa-
tion (3), il vient, en effet,

Y(t+2m) + (v —v)d(t+ 7)) = w, 4 (2),
ou bien, en ayant égard a la formule (1),
(Aj+=vi— ) (4 7) + (Ag— wy) §(¢) =o.
Cette équation deviendra une identité, si I’on détermine v et v, par les condi-

tions
v—y,=A,, w, = A,,

d’ol

v=A,+\/A}+4A.,’ __—A,+\/A:+4A.,.
2 2

La fonction F(¢), déterminée par la formule (4), vérifiera bien la condi-
tion (3). Cette condition donne, d’ailleurs,

F(r)=vF(o), F(—n)= %F(o),
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d’ou 'on tire

F F(—
(5) R (L8 &)

2. Considérons, d’'une maniére plus générale, 1'équation

&

7o —+ 1‘2 gicosa2it = o,

ol le signe 2 sera supposé contenir un nombre limité de termes. On en déduit,
en différentiant p fois, et faisant ensuite £ = o,

dr+ix drx p(p—1) dr—*zx
der+? )o+ b"(W)o— 1.2 b’( der-? ).,
pp—1)(p—2)(p—3) dr-‘z _
+ 1.2.3.4 b\ gp=),— =2

ol I'on a fait
by; =Z (28)Yq;.

En donnant & p, dans la relation précédente, les valeurs o, 2, 4, ..., puis
1, 3,5, ..., on obtiendra
d*x dix
(t—it—’>o= A, zo, (W)oz)\bd‘o, cey

d*z , Bz ,
W)F BaZo, 71?)0:*‘“"”

ol les quantités A et p. sont des fonctions de b,, b,, ...; aprés quoi, la série de
Maclaurin donnera

(6) x =2, f(t) + z, 9(¢),
ol I'on a posé
. X’t' l;t‘
Sy =1+ 1.2 1.2.3.4 R
ps 8 st

ple)=t+ 123" 1.2.3.4.5 Heee

Ces séries, qui sont convergentes dans toute I’étendue du plan, ne con-
tiennent, comme on voit, la premiere, que des puissances paires; la seconde,
que des puissances impaires de ¢. On a, d’ailleurs,

flo)=1,  ¢(0)=0o; [fl(o)=0o, ¢'(0)=1;
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x, et o, étant arbitraires, la formule (6) donne I'intégrale générale de I’équa-
tion différentielle, de sorte qu'on aura aussi

F(t) ==z, f(t) + z, @(2).
On en conclut
F(rn) ==, f(7)+ z,9(%),
F(—m) =z, f(7) — zy 9(m),
F(o) ==,
d’ol -
F(n) + F(—=n) =2F (o) f(m).

La formule (5) donnera donc

) v+%_—_F(n)—;-(::;-_i)=2f(1r).

On peut ainsi calculer v en partant d'une intégrale quelconque F(¢) satisfaisant
ou non a la condition (3); f(x) est la valeur que prend, pour ==, celle des
solutions de (a) qui est une fonction paire de ¢ et se réduit a I'unité pour £ =o.
On trouve aisément

2 13
S()=1—(¢*+ zq.)%; +[(g*+ 2q,)*+ 8q,];%3.4 —_—

En remarquant que le second membre doit se réduire 4 cosgt lorsque ¢, = o,
on en conclut, pour f(=), une expression de la forme

®) f(ﬂ)—;'cosq“+alql+“iq:+...,

ol les coefficients «,, ,, ... sont des fonctions connues de ¢. Dans les applica-
tions courantes de I’équation (@) 4 ’Astronomie, ¢ n’est pas égal 2 un nombre
entier, et ¢, est petit; la valeur absolue de f(x) est donc inférieure a 1’unité.
L’équation (7) donne

v=/(m)EVi—f(m) V=13

donc v est une expression imaginaire de module 1, et 'on peut faire, en dési-
gnant par 4 une quantité réelle,

v — Er®V=T,
Les équations (3) et (7) deviennent
(9) F(¢+m)=E/V=1F(¢),
(10) COSAT = f(T) == COSqT + oty ¢y + &g} +.. ..
Si I'on pose
(11) 8(t) =E-*V-1F(¢),
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“on en conclut, en ayant égard a I'équation (9g),
O(t+m)=80().

Donc ©(¢) est une fonction périodique de ¢, a période =, et I'on a, en série con-
vergente,

8(e) =, nEr,

apres quoi, la formule (11) donne

F(¢) ___.2 1, E(a+2ty=T,

—_

F(— t) est aussi une solution de I’équation différentielle; en ajoutant et re-
tranchant, on a les deux solutions

zmcos(h—e- ai)t et Z n;sin(h + 2?)¢.

Multiplions-les par cos{ et — squ ¢ demgnant une constante arbitraire, et
nous aurons enfin cette solution

-+ o

(%) x—.:zmcos(w+i6), w=ht+{, 6 =at.

Remarque. — Les raisonnements précédents s’appliquent, sans modification,
a I’équation
d*z

T + 2(g*+ 2¢,€082¢ + 2¢, COS4L + 29, €086¢ +...) =0,

que nous rencontrerons bientot dans les belles recherches de M. Hill sur Ila
Lune : il n’en est plus de méme pour ce qui suit.

3. Détermination de 4. Méthode de M. Lindstedt. — Substituons, dans
I’équation (a), 'expression (&), dont nous avons démontré a la fois I'existence
et la convergence; nous trouverons

Z [¢*— (h+ 27)*]n;cos(w +i6) + 7‘2 n;cos[w + (i +1)0]
+q.2 n;cos[w+ (i—1)f]=o,
ou bien, en changeant i en { — 1 et en { + 1 dans les deux derniers termes,

2 “q’_ (h + zi)’]ﬂi‘i‘ ql('nl+|+ 'ﬂi-i)l COS(W -+ t6) :6.
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Cette équation sera vérifiée identiquement, si nous astreignons les v; a véri-
fier les échelles générales de relation

(12) [(A+20*—q* ] =qi(Nivr + Ni—1),

(13) [(h—20)*— g*In—i= gy (N -js1 + N=izy)-
Faisons

(14) M= -2 M_,—= 91

= (h+20)1—q¥’ (/z—zi)‘—q';

M; et M_;seront petits & cause du facteur¢,, et tendront vers zéro quand ¢ croitra
indéfiniment, 4 cause du diviseur 4¢*. La relation (12) donnera

). N =M;(Ni—1+ Nis1),
d’olr

(15) L ... I,

d’ou, en changeant i eni+ 1, ¢+ 2, ..., et remplacant chaque fois n—;ﬂ, L T

i MNiwg
par leurs valeurs déduites de la méme formule,

) Mo M
(lﬁ) ) Nioy MM,

- _ Ml+1 Mi+z

1

On aura de méme, en partant de (13),

n_ M_
2 -
—i+1 § — M—l —{—1 ,
N—-i
N—g M_;
8 =
(18) Ne—i4y ,— M_/M_,_,

f— M_._M_.,
I—.
Les fractions continues (16) et (18) convergeront rapidement, parce que
MM, Mio,Mia, ..., M_,M_,_,, ... contiennent ¢; en facteur. On aura, en par-
ticulier,

m__ M
(19) % MM,
M’Mq
|
11—
- Mo
(20) n MM,
M_,M_,

—
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La relation (12) donne, d’ailleurs,
no (A —¢%) = g1 (1 + 1)

En portant dans cette relation les expressions (19) et (20) de 0, et n_,, et rem-
placant en méme temps les M; par leurs valeurs (14), on trouve, pour détermi-
ner % en fonction de g et ¢,, cette équation transcendante

73
g — k= g*— (I +-2)?
— 91
[q’—(h+2)’][q’—(h+4)’1
' =(h+ 4 1l — (A +6)]
1—.
/
() 91
+ q!_(h_z)!
_ 1
T == e — (A —h)]
_ qi
T = (=4l — (A —6)]
1I—.

Le second membre de cette équation ne change pas quand on remplace 4 par
— k; de sorte que, quand on prendra les réduites correspondantes des deux
fractions continues, on aura, pour déterminer 4, des équations algébriques qui
ne contiendront que des puissances paires de I'inconnue. La convergence des
fractions continues précédentes a été examinée completement par M. Bruns
(Astron. Nachr., t. CVI, n° 2533).

Nous allons développer les résultats généraux qui précedent, en supposant
g, petit; si nous consentons a négliger seulement ¢}, I’équation (c) pourra
s’écrire
2

qi 9 l
[¢*— (A +2)*][¢*— (h+4)*])

q*—(h+2)
91 9i !,
== ' T = (h—2rI[— (h—4) 1)

q*— h*= gl-l—

ou bien, en effectuant les calculs,
2 /2 — 2 q’_ h*—4
- = agq] (= R — 4y — 16/

+ ags L7 (3R +124) + ¢*(3h + 128R + 144) — h* — 104 A* — 656 A*— 256
n (F—#— 4y — 16K T [(¢*— I —16) — 64 1] '

(21)

Cette équation se préte tres facilement aux approximations successives. On
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peut d’abord négliger la deuxieme partie du second membre et remplacer, dans
la premiere, A* par ¢2, ce qui donne

2(1—gq?)

841

__°97 2__ 2
16(1—q’)’ =g+

(22) q*—hr=—
On peut maintenant remplacer 4%, dans le terme en ¢} de I'équation (21),
par ¢%, et par la valeur (22) dans le terme en ¢} ; il vient ainsi

93
—_—n2
g tim g — T
— g2 — 211
16(1 — ¢?) g
93— 1+24*
T aa—¢) TBa—¢y I"'Ha—grG—g)

b+ {4+ a2g?

gk
NHma—grG—

e s qt . 25 —13¢4? .
h=q [”‘ iga—g) L=y —g)

On en conclut, par la formule du binéme et avec la méme approximation.

_ g, 13¢*—35¢'+8 7,
(d) "—‘7[]+47’(1—q’) ‘I*eAq‘(n—q*r(a—q’)]()'

Telle est la formule qui nous permettra de calculer £ dans les applications.

On peut écrire aussi

. qin __13¢*—35¢4*+38 .
coshm = cos [qfr+4q(l_q,) 64q‘(|——q’)‘(4—q’)q'n )

d’oli, par la série de Taylor,

b2
coshn:[n—m—,q(;“:??+...]cosq1r
3
” +[_ git__ V¢3¢ +8 .. ]sinr
bgu—g) T B =g T P

Cette équation a été employée par M. Adams, comme nous le verrons plus loin.

4. Calcul des coefficients »;. — Nous allons effectuer ce calcul en négli-

(1) Le terme suivant dans le crochet est

—qt 105910 — 115598+ 3815¢% — 47059 + 165292 — 288
! 256¢°(1— ¢ (4—¢") (9 —¢%)
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geant g;. Les formules (19) et (20) donnent d’abord

;ﬂ =M,(1+MM,), 2= =M_,(1+M_,M,).

o No

On a, d’ailleurs,

M, = 91 _ 71 T —q 2+4q
T (htay—gr T, 9} 97 T A0+q) T 32q(+q)t(—gy’
+49+ +
g 200—¢*)  g(1—gq?)
M., — 9 — 91 — _ N 4P 2—q
T (h—a)y—¢? h—fg+ q9i 91 ia—q) "N 3q0—gr(—g)

2(1—q*) q(1—¢?)

_ qs _ 71
M, = (h+04)—q* ~ 8(2+¢q) .
— 91 —_ N .
M= == ~ 8a—9

Il en résulte, aprés quelques réductions,

n 91 y__ P4+ 159 +16
128¢(1+¢)*(2+¢q)(1—q)
¢ —hg*+159 —16
128¢(1—¢q)* (2 —q) (1 +q)

gL R |
Mo 4(r—q)

— g1

On a ensuite

oM, 22w,
M

3

d’ou, en remplacant v, n_,, M, et M_, par leurs valeurs précédentes,

Ny _ 9% ) N 71 )
N 3200+¢)(2+9) Ny 32(1—q)(2—9q)
On a enfin

N3 —M, — g1 — q1 ,

N P T (g+6)—¢* T 12(3+¢q)

N-3 qi g1

—:M__ == = T

N2 T (g—6)y—gq*  123—¢q)

Ny 3 N—3 9%

— 71 , D-s .
N 384(1+¢)(2+9q)(3+9q) n, 384(1—q)(2—q)(3—g9q)

En tenant compte de tous ces résultats, I'intégrale générale (b) de I'équa-
T. — IIL 2
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tion (a) peut s’écrire ainsi
" g, s q*+ 4q*+159g +16

74 128¢(1+¢q)*(2+¢q)(1—q)
91 " *— hq*+159g—16
[ 4(1—q) "8 —g) (2 —q) (1 +q) |

9,

+[32(l+q)(2+q) ]cos(w+26)
(e) [ 7}
32(1—7)(2—q)

x
Z =cosw + | ;
Mo L 4(1+¢q)

+] cos(w —+ 9)

+

] cos(w —9)

] cos(w — 29)

qi
TS G ] cos(w +39)

73 _
- 384(1—7)(3—(1)(3—q) ]cos(w 39)

On pourra consulter avec fruit un Mémoire de M. Poincaré (Bulletin astrono-
migque, t. I1I, p. 57), dans lequel les formules (d) et (e) sont établies par un
procédé entierement différent.

5. Intégration de I’équation (z) avec second membre. — Nous considé-
rons I’équation

(a’) {z"t’ +x(g*+2q,co82¢) = W,
ou l'on a
(24) w—_—zn,coso,-, 6, =l;t+ by,

H;, /; et b; désignant des constantes données. Posons

Ci=mnecosy, Cy=—m,siny,
=) xy = cosht + [l.(til- q)—"'] cos(ht+0) + [Z(IL_'—— . ] cos(ht—6)+...,
x, = sinht + [a(l'{"_q)—...] sin (ht + 6) + [4(' it ] sin (At — 6) +...;

x, et x, seront deux solutions particulieres de léquatuon (a) vérifiant donc
identiquement les relatwns

dt* ! 4z, (q*+ 249, cosat) =o,
(26) ol
r > 4+ xa(g*+ 2g,c083¢) =0,
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d’ou I’on conclut
d’zg d’.z‘, .
frge T Prap
d d.
(27) e —d—‘lt'! — Xy —;;" c,
¢ désignant une constante. L’intégrale générale (e) de I’équation (a) pourra
étre mise sous la forme

.(28) x‘:C,.‘L‘|+ ng’.

Nous conserverons la méme forme pour représenter I'intégrale générale de
I’équation (a’), mais C, et C, seront des fonctions de ¢ qu’il s’agit d’obtenir.
Nous n’aurons qu’a suivre la méthode générale de la variation des constantes
arbitraires; nous astreindrons d’abord C, et C, & vérifier les relations

dC, dC,

(29) wa‘*-"zw =03

nous aurons ensuite

+C’d’_.1:, dz, dC, + dx, dCy

(30) e T A ar T at dt

Substituons les expressions (28) et (30) dans I’équation (a’) et tenons compte
des relations (26); nous trouverons

dz, dC, dx, dC, _
@ Taa ="

(31)
Les formules (29) et (31) donneront, en ayant égard a la condition (27),

dC, 1 _
@~ oW g =W

d’ou, en désignant par &C, et C, les variations de C, et C,, tenant a la présence
de W,

8C, =— %fw.z',dt, 3C, = %fwx,dc.

La formule (28) donnera, pour la correction 8z de I'expression (e¢),

637 = 6Cl+ $’ 6Cg,

i 6;?: %(x,fw.t,dt—x,fw.t,dt).

ou bien
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Il est possible de mettre cette expression sous une forme qui facilite les cal-
culs; désignons, en effet, par x| et x, ce que deviennent xr, et x, quand on y
remplace ¢ par ¢; nous pourrons écrire

(32) bz = {:[fW(z‘,.z',—x,x',)dt] ,
=t

en convenant de regarder dans I'intégration ¢ comme une constante et faisant
¢ = une fois I'intégration effectuée.

Nous allons calculer ¢z en négligeant ¢?; les divers termes dont se compose W
seront toujours petits dans les applications, et I'approximation ainsi obtenue
nous suffira; il sera d’ailleurs facile de la conduire plus loin si, dans une ques-
tion spéciale, on le juge nécessaire. Nous pourrons donc prendre

&£y =z cosht + a(lq_"_q)cos[(h-f-2)t]+4—(l—q_'T——cos[(h—-a)t],
oy = sin ht + Mlq_:_’)sin [(h+2)t]+ W Loysin[(h—2)¢],
£, = cosht'+ -4-(- oS [+2) E]+ 4( I 'y cos[(h—2)¢],
= sin A+ 4—(—;._-)sm [(h+2)]+ ( )sm [(h—2)?].
Nous en déduirons aisément
(33) c:x,dd—?—x,%‘?:h+...:q+destenpesenq},
24Ty — &y, Ty = sinh (¢ — ') + ,(H_ ) {sin[(h+2)¢— ht'] +sin |kt — (h + 2) ']
+ 4(1";(1) tsin[(k —2) ¢ — k') +sin [ht — (h—2) ]},

Il fandra multiplier cettc derniére quantité par I’expression (24) de W. Un
terme quelconque du produit — W(z,x,— x,z)) sera de la forme

—H;sin[(h+ )t — (h+ ) ¢']cos(lit + b;)
— %Hisin [k +j+ L)t — (h+j") '+ b;]

— Hsin[(h+j— ) t— (h+j') ¢ — b];

en intégrant, on trouvera

cos[(h+j+ ) t—(h+ /) t'+ b;] +H, cos[(h+j— 1)t —(h+ )¢ —b;]

H, 2(h+/+ ) 2(h+/5—1{)
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Quand on fait ¢ = ¢, cette expression devient

Hcos[(/ -/ e+6;] H_cos[(_/'—-j’)t—@,-].
a(h+5+ 1) Yoah+g— )

On devra ensuite donner a j et les valeurs

J=o, J'=o; Jj=2, J'=o; j=o, J=32;

J=—02, I'=o; J=o, Jl=—12.
On trouvera ainsi sans peine, en ayant égard aux formules (32) et (33),

or = — H,’(——l— -+ )cose
2q b q+ q—l

4(‘q""‘]) [ (q+z oy l,) cos (6, + 6)
) A +(q+2—lz q_*_[’)cos(e,—o)]
—+—4(1qu)[ (q—;_[ q+l)cos(9,+9)

+(q—;+t,"‘q'_,,)cosw,—o)]}.

On voit que, si I’on néglige ¢3, chacun des termes H;cos0; de W en produit
trois dans 8z, avec les arguments 0;, 0,== 0; si I’on gardait les termes en ¢}, on
aurait les nouveaux arguments 0, =+ 29,

L’intégrale générale de ’équation (a’) sera la somme x + éx des expres-
sions (e) et (f).

Dans les applications a I’Astronomie, nous rencontrerons I’équation (a’)
sous une forme un peu différente, savoir

T +2[Q+aacos (hv+ )] = J Ascos (e +B1) = F Acos2.

On passera de 'une 4 'autre en posant

2!:104—6, q:;Q, g, = l’ 11:‘_7‘1(, H[:%Ai.

Nous ferons en méme temps A = ;p., et nous trouverons sans peine que l'in-
tégrale générale de I’équation (A) s’obtient en posant
w=pv+ ¢,

o 3N —351Q1+ 60 Q! ]

(B) B
“_Q[""Q’(?\’—I»Q') I —Qny(—4Qy "
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et
& = Ny COSW + ;no [T—»—l_aQ cos(w—+ Av + ﬁ)'+)‘_—'26cos(w—).v—{3)]
* :T"[ QI aTaQ) R 2+ 2)
+(X_Q)(')‘__ZQ)cos(w—a)\v-—aﬁ)]
B T T T T T
(g ) e
©

ﬂQE[ 7\+ZQ<Q+;\+A, + Ql;\)
Q—l—) .:.)_,>]Ai005(9:+)v+{3)

A—nQ

(
“'%2[ x+2Q<Q+x—A Q-:-),
(

]A cos (S, —Av—B)

)
Z—zQ o= x+1, QL)\>

Les termes non écrits dans la derniere partie contiennent en facteur «2, «°, ...
et les arguments 9, = 2(Av + ), 3, %= 3(A¢+B), .... On pourra consulter,
pour plus de détails, la page 7 de mon Mémoire Sur une équation differen-
tielle, etc. (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. 1I).

6. En terminant ce Chapitre, nous croyons utile de montrer comment on pour-
rait développer la fonction paire £(z) du n° 2 suivant les puissances de ¢,; on
en déduira un autre procédé pour obtenir la quantité f(=), qui joue un réle im-
portant, comme on I’a vu ci-dessus.

Nous ferons

(34) =X+ ¢ X;+¢iX,+..

en substituant dans (a) et égalant a zéro les coefficients des diverses puissances
de ¢,, on trouvera

arX arX

d"o +q,_xo:0, dt" +q'x.+2x,0052t:o,
L]
ddZE' + ¢*X,+2X,cos2¢=o, dd:f‘ +¢*X,+2X,cos2¢=o,
d;§’+q X,;+aX;cos2t=0,  ....... P
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Nous prenons comme intégrale de la premiére de ces équations
Xy = cosgqt.

Il suffira de trouver des intégrales particulieres des équations suivantes, et
’on pourra négliger les termes en cosg¢ parce que le coefficient de cosg¢ dans x
est supposé égal a 1; on trouve d’abord

) %—:+q’X,+cos(q+2)t+cos(q-—2)t—_—o.

On en déduit sans peine

. _cos(q+z)t_1_cos(q—2)t.
(35) X = 4(t+q) A0 —¢q)

L’équation différentielle relative a X, devient alors

Py s

cos(g+4)¢t 1
de +3a

cos(g—4)t _
4(1+q) 21 =0

4(1—gq)

_’ pr cosqgt +

On voit ainsi s’introduire un terme en cosq¢, qui fera sortir, dans X,, le temps
des signes sinus et cosinus. On obtient facilement

_ cos(g+4)t cos(qg —4)¢ tsingt
(36) e L+ TR0 G—q) G-

On trouve ensuite

a*X, cos(g+6)¢ cos(qg +2)¢
P R T ) I CF ) Sk Y re e Y ey
cos(qg —2)¢ cos(q—6)t
321—q)(2—q) 32(1—q)(2—gq)
_tsin(q+a;)t_tsin(q—a:)t__0
bg(1—q*) bg(t—gq*) — 7
d’ou
. cos(g+6)¢ _ @+ 4g*+159 + 16
X MG G+ B g Bgi—g ) (g (arg) @+
(37) *— 4q*+ 159 —16 cos(q—2) ¢ cos(qg—6)¢

T 128¢(1—¢*) (1—q)* (2 —9q)
___tsin(g+2)t tsin(g —2)¢ ]
16g(1—q*)(1+¢q) 16g(1—q*)(1—gq)

384(1—q)(2—q)(3—9q)
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On trouve ensuite, apres réduction,

ITRE I.

darX, cos(qg +8)¢ ___2q*+119°+ fog’+ 919+ 72 \
R T e ) B9 1929 — ) 1+ 9) (3 + ) (B + ) S
2¢* —11¢°+ fog*—91q + 72 e cos(g —8)¢
i = G- N e G =
tsin(g+4)¢ tsingte tsin(q—[;)t _ 13— 25 =
T16q(1—g)(1+q) 8q(1—¢’)' 16q(1—g¢)(1—9q) 32(!-—7’)‘(4—q’)°°sq =0

et il en résulte

cos(qg +8)¢

13
g*+7q*+ 329+ 749 + 54 cos(q -+ 4) ¢

S A Vs Y T ¢ s Ty e

T 768¢(1—¢* )(n+q)’(z+q)’(3+q)

cos(qg—8)¢
6144(1—q)(2—¢q) (3—¢q) (4—¢q)
tsin(g —4)¢
128q(1—¢*) (1 —¢q) (2 —¢)
t*cosgt
32¢*(1—¢q*)?

g —79°+32¢*— 749 + 54
7689(1— g)(1—¢g)* (2 —¢)*(3—¢q)
tsin(g +4)¢ _

T 18q(1—¢*) (1+9) (3 +q)
15¢*—35¢*+ 8

T EGEG—g)r GG—

cos(q—4)t+

(38)

tsingt —

q')

L’expression cherchée pour x se déduit maintenant des formules (34), ..., (38).
Si I'on donne 4 = dans cette expression les valeurs o et =, on trouve les ré-
sultats

@ 7 +2 . @+ 129" — 14342+ 226
a(t—g*)  1600—¢")(b—9q BG—g )P h—g)o—a 7
__ 3¢ —33¢° +109¢* — 5043¢* + 419889 — 54304 |

1026(1 —¢*)* (b—¢*)* (9 — ¢*) 16 — ¢*) '

3

£0=[+ z)q:

.y

—_— 1:, ' -
£, =cosgm [Eo— W‘h+ J
' B gt _ 7 15¢*—35¢*+ 8 7t
+1rsmq1t[ hai—q*)  8qli—q*) " Ghg(1—q*) (4 — ¢7)
q -+ 2

On en déduit, en divisant la seconde expression par la premiére et réduisant,

—_— 1
Shgti—gr G—g '

f(m) = § —cosq“[ T o ]
e [ 4t 15¢'—35¢"+8 _ ,
-H'rsmq'rr[ bg(1—q%)  62¢°(1 —q*)* (4 — ‘l) " ]’

c’est la formule (23).

Avec le mode de calcul qui précede, le temps sort des signes sinus et cosinus;
I'introduction d’une fonction convenable de ¢ et ¢,, dans A, sous les signes
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sinus et cosinus, a précisément pour objet de remédier a cet inconvénient. On
peut remarquer que, pour rectifier le développement, il suffit d’cffacer les
termes contenant les puissances de ¢ et de remplacer ¢¢ par 'argument Az.

J’ai examiné ailleurs (Bulletin astronomique, t. 1X, p. 106) ce qui arrive lors-
que ¢ est égal 2 un nombre entier, auquel cas les formules précédentes tombent
en défaut, a cause des diviseurs ¢ — 2, ¢ — 3, ..., dont I'un s’annule alors; j’ai
démontré que, pour g == 1 et ¢ === 2, si ¢, est assez petit, la valeur de 4 est
imaginaire, de sorte qu'il s’introduit dans la solution, en dehors des signes
sinus et cosinus, des exponentielles réelles; pour les autres valeurs entieres
de ¢, A est réel.

Je donnerai, en terminant, laliste de quelques travaux se rapportant a I’équa-
tion (A):

LacraNGe. — OFEuvres, t. 1, p. 586.

D’AcemBert. — Opuscules, t. V, p. 336.

E. Mataigu. — Journal de Liouville, 1868.

Heixe. — Handbuch der Kugelfunctionen, t. 1, p. 4o4.
LiNosTEDT. — Mémoires de I’ Académie de Saint-Pétersbourg, t. XXI, ne 4.
GYLDEN. — Divers Mémoires.

Bruns. — Astron. Nachr., n°s 2533 et 2553 ; 1883.
CALLANDREAU. — Astron. Nachr., n° 2547.

LiNDEMANN. — Mathematische Annalen, t. XXII, p. 117.
StIELTIES. — Astron. Nachr., n°* 2601 et 260g.
Poixcarg. — Comptes rendus, t. CVIII, p. 21.

Harzer. — Astron. Nachr., n°s 2850 et 2851,

.

Nous appellerons désormais I'équation (a) équation de Gyldén-Lindstedt.

T. — LI 3
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CHAPITRE II.

INTRODUCTION. — EQUATION DE M. HILL.

7. Etude de I'équation

d*x ,
(a) v +.2(g'+ 2g9,cos2t +2¢,c084¢+...)=o.

Si nous posons
r = EV-1, J—2"= Ga, To=q%

nous pouvons écrire

+ »
a2
(b) TII‘T +.r2q,§”:: o.

Nous avons vu, dans le Chapitre précédent, que I'intégrale générale de cette
équation peut étre mise sous la forme

(1) .1::2 b L8,
i
On en tire
dr PR . . d*x R .
SV Z(F"‘ 27) b g+, T ﬁ—Z(F +2))th; TR,

d. ’ .
En portant ces valeurs de x et de E*ﬁ dans I'équation (b), on trouve

Np+ aj)’b,clmfzz bigeer Y qagmzzz biq_ilh+
J i —

d’ol1 la relation générale
(r+2/)0 =Z biq,_i,
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qui donne, une fois développée,

(B+2/)0;= 0,90+ bjsrqr + bjsra - .
. +’1/-,’/|+bj_g//’+...;
ou bien :
commbpar— b i+ [J)0j—bjngi— bjagr—. .. =0,
en faisant, pour abréger,
(2) (r+2r—q¢'=[/])

Sil'on donne a j les valeurs ..., — 2, —1,0, +1, + 2, ..., il vient

o+ [—2)by— g1y —g3by —q3by —qby —... =0,

= by A+ [—11b-y =g by — gsby —qiby —... =0,

(3) oo —qabey  —qiby  +[0)be— g1 by — qaby —...=o0,
L —qyby —qsb .y —q by +[1]10,— by —...=o0,

— @by —qibo, —qiby —q by +[2]by—...=o0,

' -4

Les calculs du Chapitre précédent, qui se rapportent au cas de ¢, = o,
¢,=0, ..., donnent a penser que b.; décroit rapidement quand ¢ augmente.
S’il en est ainsi, et si I’on peut négliger b, et b_,, les équations (5) se réduisent
a cinq équations homogenes et du premier degré, contenant les cinq inconnues
b_s, b, b, b, b,. L’élimination de ces inconnues donnera

[—2] —q1 —aq2 —qy —q,
—q | [—1] —¢n —q2 —qs
(4) ) — —qr [o] —q1 —qa —=o=A,
—qs | —q: —q 1] —q
| —g | —s —q2 —aq [2]

Les éléments de ce déterminant sont des fonctions de quantités connues,
les ¢;, et de @ qui figure dans les quantités [— 2], ..., [2], d’apres la rela-
tion (2). L’équation (4) est du dixieme degré en . Les équations (3) donne-
vont les rapports bb—‘o’, !)l;f’ % et Z—:- Si 'on conservait b, et b_,, on aurait, pour
déterminer ., une équation du quatorzieme degré, obtecnue en égalant i zéro un
déterminant de sept lignes et de sept colonnes. En continuant ainsi, on tendra

vers un déterminant ayant un nombre infini d’éléments.

8. La convergence d’un tel déterminant a été examinée par M. Poincaré (Bul-
letin de la Sociélé mathématique, t. XIV, p. 77-go)s 1l faudrait, pour la rigueur
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absolue, faire intervenir le Mémoire précédent; nous nous bornerons a y ren-
voyer le lecteur.

Soit O(p) = o I’équation transcendante obtenue en égalant a zéro le déter-
minant limite. On peut pressentir certaines propriétés des racines de cette équa-
tion en supposant ¢, = ¢, = ...=o. Dans ce cas, le déterminant se réduit a sa
diagonale

oo [—2][=1][e] [1][2]. ..,
ct ’équation O() = o devient
v p =8y —@ll(p—2) =@l (W—g) [(p+2)' = @l [(p + 4)'—¢*]...=0;
ses racines sont
(g E(h—g) Ea+q), Ea—g), Tg ..

elles sont égales deux a deux et de signes contraires. Les racines de () =o
différeront peu des précédentes si les quantités g,, ¢, ... sont trés petites. Prou-
vons qu’elles sont aussi, deux a deux, égales et de signes contraires; il en est
méme ainsi de toutes les équations A;=o0. A; = o, .... En effet, si 'on change
@en — @, [— 2] et [— 1] se changent respectivement en [2] et [1], et inverse-
ment, et le déterminant (4) conserve la méme valeur au signe pres.

D’apres les conclusions du Chapitre précédent, I'équation @ (w) = o doit étre
de la forme

(%) cospm=f(7, ¢, 1, qa) - - -)-

On voit que ses racines sont bien égales et de signes contraires. Si w est une
racine de I'équation (5), i + 2 en est une autre. Il en est bien de méme pour
I’équation limite ®(w) = o. Considérons, par exemple, A;, et soit A} ce qu'il
devient quand on change i en @+ 2, ce qui remplace [— 2], ..., [2] par
[—1]....,[3] Onaura
(1] —4¢« —2» —qs | —qu
—q [0] —q1 —q:| —qs
Al=| —q: —q [1] —qi | —q
— s — s — [2] — g,
—% —9 —q: —q [3]

On voit que, si dans A; et A} on supprime une ligne et une colonne, comme
on I’a indiqué par des traits, on obtient le méme déterminant. Or, en admettant
la convergence, la soustraction indiquée produit un effet qui tend vers zéro,
lorsqu’au lieu de A; on considere A,, 4,, .... Ainsi donc, si @ est racine, il en
est de méme de w2, p=4, .... Soit @, 'une des racines; I’équation (5)

e I
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pourra s’écrire

(6) COSPT — COS 4T = O.
On peut faire

* AT - ‘o -
cosyn:lim(l— él—*:> (l— ”i J [n e J, pour

—_ ([‘7[:;——[—)—* n—cuec,
(p—2n)'—q* —q —q: ... —qn
en(‘.‘)zlim ............ oeen se e eee  eeense :|imA,,+|, pour n — oo.
—qn = a1t —n 2 (r+2n)—q?

Les équations étant du méme degré, ayant des racines égales deux a deux, ou,
du moins, dont la différence tend vers zéro, leurs premiers membres doivent
avoir un rapport F, indépendant de . On aura donc

(p—2n)*—¢* —gq, —qr ... — 94
cosyn—cospon:limF,. ..............
—qn —4qn—-1 —qn-2 (p+2n)— g2
En faisant & = o, il vient
(2")"—71 — ¢ _qn
R —_— ) o2 —
(7 1 — cospen = limF,, 71 (3ar—2)—gq Gnt
—4n — 4qn-1 (an)*—¢q?
Si I'on suppose ¢, = ¢, = ... = o, I’équation (a) se réduit a
d*x .
der “+q*xr=o,
d’olr _
& = b BT = b,0%;
on a donc
by=by=...=b_y=b_y=...—=o0, k= =q.
On peut donc faire, dans I’équation (7),
Ko=¢, h=¢g1=...=0;
d’or
(2n)*—q? 0 o
p— 2__ 2
1—cosgn=1imF, ° (an—2)y—q °
o (] (2n)*—q?
(8)

t—cosgn=limF,[(2n)*—q*][(2n —2)*—q*]...[(2n)*— ¢*]
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Si I'on divise (7) par (8), et que 'on divise par n* — ¢* la premiére ligne,
par (n — 2)? — ¢* la seconde ligne du déterminant qui figure dans la for-
mule (7), il viendra

! . ' o __Z'_ ,,.:_4{13 : o . Au
, (2n)*-—¢* (2n)t—q? (2n)*— ¢*
., T
sin? = 4, _ ’ _"L.__ \ ) ”;_!/:____: R LR N
= lim i (rn—2)—q? (2n —2)*—q? (2n— 2)*— ¢t |
sin*=q | ...l e e e e e 1
2
' [ e/ VL3I il el B | ' i
| (2n)—q? (2n)*—q? (2n)—q?

ou bien, en mettant en évidence les parties centrales du déterminant, }

| .. e e e e e aee e o
! f

91 92 qs - |
+1 _42_(/3 —_/'z_q: _&:_qz _41_(]: R
9 __ % s s
o on 2:___(]: +1 2"—q’ 2:_(]! 2’—q’ ' |
sm’; o 7 7 [
- = — » _ ! o 9 —
“ e T, o—g “o—g T e e A
? 4 D T |
9 — (/2 2t — qs P (It a1 ’12 :
I/ I/1 /I- I]
—,,_(/1 _Z.:__:,Iz __/‘z_q: _‘{'—_l(lg +1

1l ne reste plus qu'a ordonner suivant les puissances des petites quantités
gis s - - ce déterminant, dans lequel tous les éléments de la diagonale sont
égaux a + 1.

Désignons I'un quelconque des éléments par a, ;, ¢ étant un entier positif nul
ou négatif qui représente le rang d’une ligne horizontale au-dessous ou au-
dessus de la ligne médiane du Tableau (c); j représentera de méme le rang
d’une colonne verticale, a droite ou a gauche de la colonne médiane. On voit
immédiatement que I'on aura ‘

(9) s ==T5  ll=Co—g,

~ (l,‘"': “+1.
Les éléments de la diagonale seront donc

ceey QA_g,_gy Ay gy oy Qy,y Qg
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Considérons, en particulier, dans cette diagonale les termes

(10) ooy Qg @iy Qiiy Qg

En permutant les premiers indices deux a deux de toutes les manieres pos-
sibles, et prenant les divers résultats avec le signe + ou le signe — suivant
que le nombre des permutations est pair ou impair, on aura les divers termes
du déterminant.

Le terme principal de A est + 1; les termes déduits des permutations des
deux indices contiendront les produits de deux des quantités ¢,, ¢,, ...; il en
entrera trois dans les permutations de trois indices, etc. Les quantités ¢,,¢,, ...
étant supposées tres petites, on comprend qu’on pourra s’arréter assez promp-
tement dans ces opérations.

9. Permutations de deux indices. — Distinguons dans la diagonale deux
termes quelconques, en écrivant

CIXIX . X i X EX X W X TX
permutons les premiers indices; le terme deviendra

— @iy iy X g iys
ou bien, en vertu de la premitre des relations (9),

. (]i.—i. qio—il —_— ’]i"_i" .
[4] [al [e]la]

On aura donc, en désignant par (II) la pOl‘thﬂ de A qui provnent des permuta-
tions de deux indices,
Py
h=—3 ¥ A5

On peut poser
=i+ k  k>o,

ce qui donne

jq=+® k=+=»

== 2- TAltET I}

ou bien ”
. - 1 ,+” I 2 '
a0 (==t X i) ""‘_Z[iouio+ TR A G

On peut obtenir des valeurs simples des coefficients de ¢7, ¢3, .... On a, en
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effet, en se reportant a la signification (9) de [, ] et de [, + £] et posant

(]::29
1

(12) 2[',][:,, -+ A i nbz (U - (0 — E) (Dt to+ k) (O —dg—h)

Or la décomposition des fractions rationnelles donne

A B A
O+ ) =)D+ to+ ) (I—6—R) O +dy  0—1d  H4i+ Kk + 65—, -k’
ou I'on a fait
1 1
A_zelf(z_/j—k)’ R=— 20 k(20 + k)

On a d’ailleurs, par une formule connue,
1 I 1 1
meotnd =3 7= A =2 =7, =2 G i+ k =X =i
io ia iy io

o1 7, varic de — % 3 + . La formule (12) donnera donc

T
cotl —
T cotrwh T 27

I __ __meotry 27
E TaTia s = 8 A+ oot ) = Gr— %)
En portant dans I’expression (171), il vient ensuite

T
(13) (I = Eziq;—q (T-Z:q—’ + gz'l’q' + ———(l—_ +.
Nous représenterons par (I) le terme principal de A, ce qui nous donnera
(14) (I =+1.
10. Permutations de trois indices. — Soient les trois termes de la diagonale

Wiy Riy Qi L] U< Uy

"nous devons permuter les premiers indices Z,, ¢,, ¢, de facon que tous changent
de place; nous n’aurons que les deux permutations

Ly lay, Loy lay Loy Uy,

qui résultent d’'un nombre pair d’échanges de deux lettres. Les termes corres-
pondants doivent donc étre affectés du signe +-, ce qui nous donnera

J— ’Ii.—i,qi.—-i. llr'.,—i, ’Iit-inqio—i| qil—il
Qi ig Rig, iy Rig, iy + Rig,igRig,iy Vigsis="—" T 70,1121 Tl 3irT
N Lalléad ] [allé] i
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On aura donc, en désignant par (111) la portion de A qui provient des permuta-
tions de trois indices,

) =— bi—i i —1,71,
(i =—2 3 X 3 e
On peut poser
i\= o+ k, b= i+ k',
k et & désignant des entiers positifs différents de o; il viendra

io=+® k=+® kK'=+w

an=-:z ¥ ¥ 2 [zoJ[zoll'Zf'fIi:i'k+k’]'

g=—w k=1

Si nous attribuons & £ et & les solutions k=1, £'=1; k=1, kI =2;
k=2,kF=1;k=1,kK=3; k=2, ¥=2; ... des équations
k+Kk'=a, k+k'=3, k+ k=4, ceey
nous trouverons

+®»

_ T192 VAN EYE TG+
(”"—‘22<[z»1[z.,+11[t.,+z] LI+ 1631 u..uco+znz..+3])

+

2( 91939 939 + o DTG )
(el lo+ 1]+ 4 * (Gl o+ 21 (la+ 4]~ Tl lio+ 31 L+ 4]

..................................................................

Si 'on considére les quantités ¢; comme petites et d’un ordre marqué par
'indice ¢, on peut se borner a la premiére ligne de I’expression précédente, en
négligeant seulement le huitieme ordre. On trouve ensuite aisément, en opé-
rant comme plus haut,

2 1 __ 3t — (k*— kK =+ k'?) — reot®
- (L] léo+kl[G+ K] 16 g(q*— £*) (¢* — 4") [¢*— (K — K')?] 2
et il en résulte
L 392 —3 W7
2Tl = B e =
2 ! =— 1 3¢'—1 meol S g
Lé][é+1] [0+ 3] 16 g(¢*—1)(¢*—4) (9*—09) a’’
2 ! =—L 37°—7 ncolZq;
(6] [é+ 2] [i+ 3] 16 g(¢*—1)(9*—4) (¢*—9) a’’
—reolT 3¢1¢: 7—3¢° ]
(m)_mmaq[Sq('—q’)(4—q) he—g)Gh—gh (9g—gn 17

T. — IIL. 4
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Nous nous bornerons & ces indications. renvoyant, pour le développement
complet du déterminant, au beau Mémoire de M. Hill, On the Part of the lunar
Perigee . .. (Acta mathematica, t. VIII). C’est la reproduction, avec quelques
additions, d’'un Mémoire publié 2 Cambridge (Etats-Unis) en 1877

11. Il nous reste a donner quelques indications sur la maniere d’éliminer les
quantités b; des équations (3) : deux quelconques de ces équations peuvent
s’écrire

(/16,= 3, bigj-i=0,  i=j étant excepté dansle 3,

[v] bv—z bigy—1—o, (=v » ,
i

d’ou, en multipliant ces équations respectivement par + 1 et — q[’;‘]-', de fagon

b, ([.I'] - ']/—v) 2 b (‘I/ o+ I [,vf/],_v) =o;

¢ ne doit prendre, dans cette formule, aucune des valeurs j et v. On peut écrire
ce résultat sous la forme symbolique

/16—, bigh, = o.
i

a ¢liminer b,,

On pourra de méme éliminer b, entre deux telles relations, ct le résultat
pourra étre mis sous la forme

[J]w v;bj_z biq(v V)_.O;

dans cette formule, on ne devra attribuer a i aucune des valeurs j, v et v'. On
peut continuer ainsi jusqu’a ce que tous les b ayant des valeurs sensibles aient
été éliminés; il ne restera plus que 'équation

[j'](V.V'.V'....): O,
d’ou, en supposant que ’on ait pris / = o,
PP q prisy
[o](...,—:,—l,l,:,...)_

C’est I'équation qui détermine w, dont on peut calculer ainsi la valeur numsé-
rique sans faire usage du déterminant A. Cela revient i éliminer successivement
les quantités b;, au lieu de les chasser d’un coup.

——a———
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CHAPITRE IIL.

THEORIE DE LA LUNE DE NEWTON.

12. Newton a fait le premier pas dans I’étude des mouvements de trois
corps soumis a leurs attractions mutuelles. Ses tentatives, pour le cas général,
ont abouti aux propositions LXVI a4 LXIX du premier Livre des Principes (Sec-
tion XI), qui donnent plutot des indications que des conclusions précises sur
les mouvements des corps. Voici deux des énoncés :

Proposition LXVI. — Trois corps s’attirent en raison inverse du carré de la dis-
tance; les plus petits, P et S, tournent autour du plus grand, T. Je dis que le
corps P, le plus voisin de T, décrira autour de ce dernier des aires qui appro-
cheront plus d’étre proportionnelles au temps, et que I'orbite de P approchera
plus d’une ellipse ayant T pour foyer, si le grand corps T est attiré lui-méme
par les deux autres, que s’il était en repos, ou soumis a des attractions suivant
une loi différente.

Proposition LXV1I. — Le corps extérieur S décrit des aires plus proportionnelles
au temps et une orbite plus voisine de la forme elliptique autour du centre de
gravité O des corps intérieurs P et T qu’autour du plus intérieur T.

Sans suivre Newton dans ses démonstrations, nous croyons utile de repro-
duire sa construction géométrique pour la décomposition de la force perturba-
trice.
~ Soit SN = ST (fig. 1) la moyenne distance des corps P et S; I’attraction de S

sur P, a cette distance moyenne, peut étre représentée par la longueur SN.
Sil’on prend sur son prolongement un point L tel que

SL __ /SN\?
() . SN —\sp)’
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SL représentera I'attraction exercée par S sur 'unité de masse de P, a la dis-
tance SP. La force SL peut ensuite se décomposer en deux autres, LM et MS,
LM étant mené parallele a PT.

Si P'attraction de S sur I'unité de masse de T est représentée par la lon-
gueur ST, il faudra, dans la détermination du mouvement relatif de P autour

Fig. 1.

de T, retrancher ST de SM. Il restera donc, en somme, trois forces agissant
sur P : la force dirigée suivant PT, provenant de I'attraction de T, et inverse-

ment proportionnelle a PT ; la force égale et parallele 2 LM, qui sera centrale
comme la précédente, mais dont I'intensité sera beaucoup plus compliquée;
enfin, une force égale et parallele 3 MT.

Les deux premiéres n’ont pas d’influence sur les aires décrites par le rayon PT;
ces aires sont altérées seulement par la troisieme. C’est aussi cette derniere

_seule qui modifie I'inclinaison et le nceud de 'orbite relative de P autour de T.

Dans les vingt-deux corollaires de la proposition LXVI, Newton analyse les
effets des forces précédentes au point de vue des dérangements du corps P. Les
considérations qui le guident sont d'une grande finesse, parfois difficiles a
suivre, en raison de la concision du langage.

Ces recherches, qui avaient pour but, non le calcul précis et détaillé, mais
I’explication simple des principales perturbations, ont été développées depuis,
surtout dans la patrie de Newton. Nous renverrons le lecteur aux deux Ouvrages
suivants : J. HerscneL, Outlines of Astronomy; — Awy, Gravitation, an elemen-
tary explanation of the principal perturbations in the solar system.

Dans un beau Mémoire, Théorie géometrique du mouvement des aphélies des
planétes, pour servir d’addition aux Principes de Newton (OEuvres, t. V), Lagrange
a donné une démonstration géométrique élégante des formules différentielles
qu’il avait obtenues antérieurement par I’Analyse pour le mouvement des aphé-
lies et les variations du grand axe et de ’excentricité.

M. Lespiault | Théorie géometrique de la variation des éléments des planétes
(Mémotres de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux ; 1867)],
en s’appuyant sur les Legons professées au College de France en 1856, par
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M. J. Bertrand, et s’aidant de la considération des couples, a pu donner des
démonstrations géométriques des formules relatives aux inclinaisons et aux
longitudes des noeuds, et compléter ainsi le Mémoire de Lagrange.

Dans le méme ordre d’idées, il faut citer encore un beau travail de Mobius :
Variationum quas elementa motus perturbati planetarum subeunt nova et facilis
evolutio (Journal de Crelle, t. XXXII), et 'Ouvrage du méme géometre, Die Ele-
mente der Mechanik des Himmels auf neuem Wege ohne Hilfe hoherer Rechnungs-
arten. Leipsig; 1843. (Voir aussi le tome IV des OEuvres complétes de Mibius,
publiées par Scheibner et Klein.)

13. Les recherches de Newton et de ses successeurs dans la voie indiquée
ci-dessus découlent aujourd’hui trés simplement des formules qui expriment
les dérivées des éléments elliptiques d’une planete en fonction des composantes
de la force perturbatrice, suivant le rayon vecteur, la perpendiculaire au rayon
vecteur dans le plan de 'orbite, et la normale a ce plan.

Sil'on se reporte aux pages 433 et 436 du Tome I de cet Ouvrage, et que 1’on
désigne par a,n, e, p, 9, 0, @, ¢, m, r, w, u, Y le demi grand axe, le moyen
mouvement, ’excentricité, le parametre, I'inclinaison, la longitude du nceud,
celle du périhélie, celle de I'époque, la masse, le rayon vecteur, I'anomalie
vraie, 'anomalie excentrique, et enfin I'argument de la latitude pour la planéte
troublée (P); par m' la masse de la planéte troublante (S), la masse de T étant
prise pour unité, les formules dont il s’agit sont

da am' nad
—_— == — besmw+T
dt 1+ m \/ et
de _ _nt nat\/i — e[S sinw + T (cosu + cosw)]
dt ~ 14m ’
d ! 3
—\/E -7 na*Tr,
dt 1+ m

1
Z—?:-L -&:\V:-cosl‘.
(a) < 4 1+m vl_e!

dh m' na
ing— = —— - ——— inY
sing — i a WrsinY,
0 ! —_— . 9
ed—n: mn na*\J/ir — e —Scosw—i—T(l+£) sinw | +2esint2 22,
dt 14m P 2 dt
de am' e? dw — ¢ d
— —— ———na$ - 2\1— ‘sm‘——
dt rrm T T e ar TV TSNS g
\ ntat=",

fm'S, fm'T et fm'W désignant les projections de la force perturbatrice sur les
trois axes rectangulaires considérés plus haut (rayon vecteur, etc.).
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Représentons par ', ¥, 5’ les coordonnées de la plangte perturbatrice relati-
vement & des axes paralleles menés par le centre du Soleil, par r son rayon
vecteur et par A sa distance 2 la planéte troublée, et nous aurons (t. I, p. 466)

(b) | T (a6 )

A gt —2rax'.

Ce que dit Newton de la proportionnalité plus ou moins approchée des aires aux
temps découle immédiatement de la troisieme des formules (a).

Ses remarques sur les variations de l'inclinaison et du nceud ne sont en
quelque sorte qu'un commentaire, en langage ordinaire, de la quatrieme et de
la cinquieme des mémes formules.

14. Entrons, a ce sujet, dans quelques détails : du point S comme centre

Fig. a.

(fig. 2). avec ST comme rayon, décrivons un cercle qui coupe I'orbite en deux
points C et D, pour lesquels on aura A = r'.
TC
TS
angles CTS et DTS seront tres voisins de go°, et les positions C et D du corps P
différeront peu de celles des quadratures.

La troisieme des formules (a) donne

]
‘1{;/‘.;; =" na%r_y’ («L . )

1+ m Al r'’

Si le corps S est trés éloigné, de fagon que le rapport soit petit, les

Quand P passe en C et D, le facteur é - ;',—, change de signe; en A et B, il en

est de méme pour 'autre facteur y’. On en conclut aisément que l'aire décrite
en un temps donné par le rayon vecteur PT recoit sa plus grande augmentation

——

-
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dans les syzygies, et sa plus forte diminution dans les quadratures. C’est ce que
Newton montre dircctement dansle corollaire I de laproposition LXVI, en remar-
quant que la composante de la force perturbatrice, qui est parallele a ST, est la
seule & modifier les aires, et que, de C en A et de A en D, cette composante est
dirigée vers la gauche de la figure, tandis que, pour I'autre moitié de l'orbite,
clle est dirigée vers la droite. Si on la décompose en deux forces, I'une dirigée
vers le point T, Pautre normale au rayon vecteur, on voit que la derniere aug-
mentera Paire de C en A et de D en B, et la diminuera dans les deux autres qua-
drants.

Newton en conclut (corollaire 11I') que, toutes choses égales d’ailleurs, le
corps P se meut plus vite dans les syzygies que dans les quadratures, et ensuite
(corollaire 1V) que I'orbite de P est plus courbe dans les syzygies que dans les
quadratures. Ces deux propositions supposent que I’excentricité propre est
nulle. On a, en désignant par V et V' la vitesse en C et A, par p et o’ les rayons
de courbure correspondants, et par N et N’ les composantes normales de la
force,

2 1
RV
p p
d’ou
\/’ , v’!
p= N’ p= N

OronaV >V; en C, la composante normale de la force perturbatrice est
nulle, et elle est négative cn A; d’ailleurs, la composante normale provenant de
I’attraction de T est la méme dans les deux cas. On a do=¢

N'<N et, par suite, p'>p.

Il en résulte (corollaire VI) que, toutes choses égales d’ailleurs, le corps P
s’écartera plus de T dans les quadratures que dans les syzygies.

La plupart des autres corollaires de Newton fournissent des données sur les
variations des éléments elliptiques quand deux des composantes S, T et W sont
nulles. Supposons d’abord T =0, W =0, S < o, de sorte que le corps P soit
soumis a une force perturbatrice centrale.

Les formules (@) donneront

de m’ - = dp
_ na*\/1—e?S sinw —— =
dt 1+ m Vi § sinw, ac =%
do m' —

¢ — —— na*\i— e*S cosw.
L T V S coss

~ Donc, I'excentricité croit quand P va du périhélie 3 'aphélie; elle décroit
dans I’autre moitié de 'orbite. Soient A et B les extrémités du grand axe, CetD
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les points de I'orbite situés sur une perpendiculaire 3 AB menée par le point T.

On aura, sur ’'arc DBC,
dw

dir =

CcOosw > o0,

le grand axe tournera dans le sens direct. Sur I’arc CAD

de
cosw < o, P <o,

la rotation se fera dans le sens rétrograde.

Un changement de sens de la force S échange I'une dans P'autre les deux con-
clusions précédentes.

Supposons, en second lieu, S = 0, W =0, T > o; la force perturbatrice est
donc normale au rayon vecteur et agit dans le sens du mouvement. Les for-
mules (a) donnent

c_fg __: _zn_z’ _Ana’ T-B,
dt thm /e r

1o

_ , ‘
4(}/[[) = if:mna’Tr,
de

m' —_
= = na*\/1—e*T(cosu w
@ =T Vv (cosu + cosw),

edw m' — r

— 2 P I B .

T TEmie Vi—e T(I+P)Slnw,

.a et paugmentent sans cesse, et il en est de méme de la durée de la révolution.
Entre le périhélie et I'aphélie, le grand axe tourne dans le sens direct; son
mouvement est rétrograde dans I'autre moitié de ’orbite. On a

ecostw 2008w —4e  e(cosw—+ a) (cosw + B)
COSU 4+ COSW = -———— — - = = . = »

1+ €cosw - 1+ ecosw
1—yVi—e? 1+ /1 — et
a=-—' ——, p=—" .
¢ ¢

Les points pour lesquels on a
' cosw —— a,

et, par suite,

de
Cosu + Cosw = o0, d—t:‘O,

sont voisins des points C et D, dont on a parlé plus haut, si e est petit. On peut
donc dire que, sur I'arc DBC, e augmente, et diminue sur I’arc CAD.
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Les corollaires 6-10 de Newton contiennent une bonne partie des résultats
ci-dessus.
Enfin, supposons S = o0, T =0, W < o; les formules

1
9 _ _m_ n2 o,
dt T4m /i ¢t

sing

dp m' na

dt —1+m \71—-—e’

WrcosY

permettent de déterminer les signes de :—? et de % d’apres ceux de sinY et de
cosY. Aiunsi, tant que la planete reste au-dessus du plan de référence, on a
sinY >o, Z? < o, le neeud rétrograde. Quand P passe en dessous du plan fixe,

si W garde le signe —, le nceud.a un mouvement direct.
Ce que nous dirons plus loin prouvera que Newton connaissait I’expres-

sion (a) de %’ a Paide des composantes S et T de la force perturbatrice et, tres

. do de s - X : » .
probablement aussi, celles de - et —=- Jincline a penser qu’il connaissait

toutes les formules (@), mais qu’au lieu de les publier il a préféré en tirer un
grand nombre de propositions géométriques qu’il a obtenues en ne considérant
chaque fois que Veffet de I'une des composantes.

15. Avant d’indiquer les beaux résultats auxquels il est arrivé dans la théorie
de la Lune, il convient de rappeler ce que P'observation avait appris sur les
mouvements de notre satellite.

On savait que la Lune peut étre supposée se mouvoir dans une orbite ellip-
tique dont deux éléments éprouvent des variations considérables; la ligne des
nceeuds est animée d’'un mouvement rétrograde presque uniforme, en vertu du-
quel elle décrit Pécliptique en 18 ans 2 environ (6793 jours); il y a en outre
une petite inégalité périodique qui peut écarter le nceud ascendant de sa posi-
tion moyenne de 1°26" en plus ou en moins. L’inclinaison garde une valeur
moyenne constante et oscille entre 5°0’ et 5°18'.

L'ellipse tourne dans son plan dans le sens direct, d’'un mouvement presque
uniforme, en vertu duquel le périgée effectue une révolution en un peu moins
de g9 aps (3233 jours); il y a en outre une inégalité périodique qui peut écarter
le périgée de sa position moyenne d’environ 8°41’ au maximum, en plus ou en
moins.

La longitude de la Lune est affectée de trois inégalités périodiques princi-
pales :

L’évection,

1°16'26"sin[2(® --- C) — ¢,
T. — IIL. 5
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en représentant par © et C les longitudes moyennes du Soleil et de la Lune, -
par { 'anomalie moyenne de la Lune;

La variation,
39'30"sin2(© - - C:

L’équation annuelle,
—11'10"sint’,

ol {’ désigne I'anomalie moyenne du Soleil.

On voit que les dérangements de la Lune sont considérables et s’effectuent
dans des périodes relativement courtes.

16. Parmi les inégalités du mouvement de la Lune en longitude, Newton n’a
développé que la variation, et la méthode qu’il a suivie parait a Laplace une
des choses les plus remarquables des Principes; nous allons en donner une
idée, en traduisant les résultats en formules avec les notations actuelles.

Newton fait abstraction de I’excentricité propre et de I'inclinaison de Iorbite.

Fig. 3.

| A
Soient (fig. 3) S le Soleil, T la Terre, P la Lune, ABCD son orbite, I. un point
pris sur SP de fagon que

(1) st = \sp

SL S'l“)’.

Les attractions du Soleil sur les unités de masse de la Terre et de la Lune
pourront étre représentées par les droites ST et SL. Pour étudier le mouvement
relatif de la Lune autour de la Terre, il faut appliquer a la Lune une force ST
égale et contraire a I'attraction du Soleil sur la Terre. La résultante de LS et ST
est la force LT que Newton décompose en deux autres LE et ET, I'une perpen-
diculaire, I'autre parallele 2 PT. La composante LE est la seule qui modifie
les aires décrites par le rayon vecteur de la Lune; nous allons calculer son
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intensité. Si ’'on prend SK = ST, on aura

ST =8P + PK, SL=SP + PL;
en portant dans I'égalité (1) et simplifiant, il vient
3SP.PK + 3SP.PK + PK =PL.SP

d’otr sensiblement, a cause de la petitesse du rapport g:,

. PL=3PK.
On a ensuite, dans le triangle rectangle PEL,

LE = PLsinEPL = 3PK sin TPK,
TE -+ TP = PL cosEPL — 3PK cosTPK,

d’ot1, en remarquant que I’angle PKT differe tres peu de go°,

\ LE_.3PK ,“,
{
!

TE—=3PK D P K _rp.

Soient u et v’ les longitudes géocentriques de la Lune et du Soleil,  le rayon
vecteur SP; I'angle TPK peut étre pris égal a4 v’ -— v, et il vient

LE = 3TP sin(v'— v) cos (v —v),
TE=TP[3cos?(v'—v) —1].

Pour avoir les intensités absolues des composantes, il faut prendre les rap-
ports des longueurs LE et TE a ST et multiplier ces rapports par

1
S = nnST,
ST

en désignant par m’ et n’ la masse et le moyen mouvement du Soleil. On trou-

vera ainsi
322 TP sin(v' — v) cos(v' — v),

n'*TP [3 cos?(v'—v) —1].

La force centripéte qui produit le mouvement circulaire de la Lune est égale

. , n' .
4 n* TP; représentons par m le rapport — du moyen mouvement du Soleil a ce-
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lui de la Lune ; nous pourrons prendre, puisque nous négligeons les excentri-

cités,
: v = mv,

et si nous adoptons pour unité de force I'attraction moyenne de la Terre sur la
Lune, nous aurons

( force LE = 3m?sin(m —1)ucos(m —1)v=(T),

) force ET= m?[3cos*(m—1)v—1] =(8).

La force centripete totale s’obtiendra en retranchant la force ET de I’attrac-

. k ..
tion -5 de la Terre sur la Lune; on pourra écrive

(3) force centripéte — 'lfz [1+ m®*—3m?cos*(m-—1)v]=F.

Newton cherche ensuite 'accroissement de I’aive élémentaire produit par les
deux composantes (S) et (T). La premiere ne donne lieu 4 aucun changement;
la seconde occasionne une variation de la vitesse normale au rayon vecteur,

! dv
W)
“a D

rd° et ’'on a
dac’

La force (T) laisse d’ailleurs r invariable. On a, dans ces conditions,

dJ
(4) fl(;@> = r(T).

Le procédé de Newton revient en somme & ce qui précede. La relation (4) est
identique a la seconde des formules («) du Tome I de cet Ouvrage (p. 88);
elle équivaut aussi a la troisieme des formules (a) du présent Volume (p. 29).

On a ensuite, en remplacant (T) par sa valeur (2),

du
a &Y
i “(’_ £>

(3) 7 A-_——Agm’rsinz(m—l)u.

Si I'on prend comme unité de distance la valeur moyenne de r et que I’on

. -~ \& .

remarque que l'on a déja supposé la force centripete moyenne - =1on voit
que la vitesse moyenne de la Lune devra étre censée égale a I'unité. On pourra
donc prendre, dans le second membre de la formule (5), dt = dv, et il en résul-
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tera

r’% = gm’fsinz(m—l)udv.

Newton calcule cette quadrature par un procédé indirect; nous nous borne-
rons i en écrire immédiatement la valeur, et nous aurons, en désignant par A
une constante arbitraire,

dy 3 m?
1 — - —_— —_
o =h +4 ‘Mmcosa(m 1)v.
La constante A est trés voisine de 1, puisqu’il en est ainsi de r et de %:, il vient

donc

(6) r’ﬁh—':h[n-i—g—"icosz(m—l)u].

dt f1—-—-m

dv .
On peut remarquer que 4 est la valeur moyenne de r‘a—?; c’est celle qui répond

aux octants, car, en ces points,
cos2(m -—1)v=cos(2v —av)=o.

47. Le carré de la vitesse V de la Lune est

. . <., dr? ,
mais, si I'on néglige I'excentricité, —+ est de I'ordre du carré de la force per-

turbatrice et peut étre omis; il vient ainsi, en tenant compte de la formule (6).
et en négligeant m*,

2 2
V=:h—_, [n—i-§ n cosa(m-—n)uJ.
4 21--m

Soient 1 --x et 1+ x les valeurs de r dans les syzygies (vV— v =10 ou
= 180°) et dans les quadratures (v’ — v = * go°), V, et V, les valeurs corres-
pondantes de V. On aura

h? / 3 m?
72 — e - —— .
Vi (l—:z)*(I T2 |»~m>
h? 3 m®
g -
vi (1 :z)’(l 21--m)
3 _m
Vi_(rez) _3t—m
\2 |—~x> ;_ 3 md
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Soient p, et p, les valeurs du rayon de courbure dans les syzygies et dans les
quadratures; les forces centripétes correspondantes seront d’apres l¢ théoreme
d’Huygens, dans le rapport

X’Po (l+z (l-i 3m? 9_0-‘5.
V2 p, 11— 1—m/)p, ~ F,

Mais, d’apres la formule (3), on a

1+ m?
(t+x)?’

1--2m?

F‘:k(l'—?)") Fo:k

si I'on porte ces valeurs de F, et F, dans la relation précédente, il vient

2
(l+-im—)p°'~l--3m’
1—m/p,

d’otr
(7) po—-l-——3m’<+ *l-—);

[ I--m

c’est ainsi que Newton a déterminé le rapport des rayons de courbure de I'orbite
dans les syzygies et dans les quadratures.

Pour déterminer z, Newton considere I'orbite lunaire dont il s’agit ici (on a
négligé ’excentricité propre) comme une ellipse mobile dont la Terre occupe le
centre et dont le périgée suit le Soleil, de maniere que le petit axe de I’ellipse
correspond toujours a la syzygie et le grand axe a la quadrature. Laplace dit a
ce sujet : « Cette considération est exacte, mais elle exigeait une démonstra-
tion ('); ... ces hypotheses de calcul, fondées sur des apergus vraisemblables,
sont permises aux inventeurs dans des recherches aussi difficiles. ... ». On aura
donc, dans cette hypothese,

1 sin®(v —v) cos?(v’ —-u)

T g e at< B,

d’ou, avec la précision adoptée jusqu’ici,

ab\/a [x 10— at

\/a’ = o S cos(ao——au)]

ou encore, en remarquant que la valeur moyenne de r a été prise pour unité

(1) Newton avait démontré que le rayon de la Lune est plus grand dans les quadratures que dans
les syzygies (2oir la p. 31 de ce Volume).
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et que I'on doit avoir r = 1 — x dans les syzygies et r = 1 -+ x dans les quadra-

tures,
r=1—xcosa(m—ra)v.

On trouve sans peine, en partant de cette derniere expression de r et négli-
geant z?, que le rayon de courbure ¢ en un point quelconque a pour expression

_ 1 -2zxcosa(m—r1)v .
P= dir 1 -[1+40—m)] rcosa(m—1)v’
T @t
il en résulte
— 1—2x _ I+2x
T+ 4G —my) P iEziaba=m)]
p

D —1—az[4(0—m)—1].
1

En comparant a la formule (7), il vient

[ —m
(8) r—=-mt —

Si I’on remplace 7 par sa valeur numérique m = 0,0748, on trouve ?—z pour

le rapport - = des deux axes de I’ellipse.
LI 4

18. Pour conclure de la 'inégalité désignée sous le nom de variation, Newton
remarque qu’elle provient, en partie, de I'inégalité des aires élémentaires dé-
crites par le rayon vecteur de la Lune, et, en partie, de la forme elliptique de
'orbite. Supposant que la Lune se meuve dans une ellipse ABCD ( fig. 4)autour

Fig. 4.
S

N
2

de la Terre en repos, placée au centre, il remarque que, si le rayon TP décrit
des aires CTP proportionnelles aux temps, la tangente de I'angle CTP sera a
la tangente de la longitude moyenne correspondante comptée & partir de TC,
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dans le rapport —?1% = —:—:—_—g = %; puis que la description de I'aire CTP, lorsque

la Lune passe de la quadrature a la syzygie, doit étre accélérée, de sorte que sa
vitesse (vitesse aréolaire), dans la syzygie, soit a celle de la quadrature dans le

3
I+ - m?
rapport - — .- et que I'exces de celte vitesse, & un moment quelconque, sur
Ir— Zm’

celle de la quadrature, soit proportionnel au carré du sinus de I’angle CTP.
C'est, dit-il, ce que I'on fera asses exactement si ’on diminue la tangente de

/3
11— m?
I’angle CTP dans le rapport \/ :—;; Par ce moyen, Newton trouve que la

4
tangente de I'angle CTP sera a la tangente de la longitude moyenne dans le
rapport

1— s m?

1 —x 4 _@,6877.

1+ 70

3 2
1+, m
4

La différence des deux angles sera maximum dans les octants, o, la longitude
moyenne étant de 45°, la longitude vraie sera I'angle dont la tangente est
6~8'—%§'—7, soit 44°27'28"; en retranchant de 45°, on a 32'32" pour la plus grande

valeur de la variation.

Il en serait ainsi si la Lune, en passant de la quadrature a la syzygie, décri-
vait un angle CTA rigoureusement égal a go°. Mais, en raison du mouvement
du Soleil, il faut augmenter le nombre précédent dans le rapport des durées
des révolutions, synodique et sidérale, de la Lune, ce qui donne 35" 10”; c’est
peu différent de la valeur trouvée par I'observation.

Nous pouvons vérifier la premiere assertion de Newton :

L’ellipse immobile, décrite conformément a la loi des aires, donne lieu aux
formules

o=t dv 1 __ sin*e = cos?¢
= dt’ I"—7+T’
a c
tangy — — tanght h— —=.
ang bta gnt, ab

St Pon fait
, ] sin?¢’  cos?¢’
tange¢' =2 tangh¢, e gt s
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on trouve aisément

(9) D L N——
cos*hit  Arsint/u
b2 at

donc, dans les quadratures,

ht = o, ' =0 =y

dans les syzygies,

On a done

292 ’ 7
b =S, r=24/%,
a? ¢, b c,

. , . . c,
etil en résulte, & cause de la formule (6) qui donne 7,
. 1

tangv' = :—:—i (I — % lf’m>langlzt,
ce qui est la formule proposée par Newton. Comme A, a et b sont voisins de 1,
’expression (9) de ¢’ varie du reste a fort peu prés proportionnellement a
sin?k¢, et ¢’était une condition qu’il fallait réaliser.

Pour obtenir I'inégalité elle-méme, il est plus simple d’opérer comme le fait
Laplace dans son analyse de la théoric de Newton (Mecanigue celeste, t. V,
Livre XVI). L’équation (6) donne, en remplacant r par 1 — x cos2(m — 1)v,

dy 3 m? )
d—t:h |+(z.r+-,- cos2(m —1)v|,

H1—m

d’ou
3 m?
2L+ 5 =
b 1—m

2(1—m)

v - ht+ const.+ sin2 (1t —m)v;

le terme périodique représente P'inégalité cherchée. Son maximum est
3 m
20 + 5 ——
b 1v—m

2(1—m)
ou bien, en remplacant = par sa valeur et réduisant,

3mi(11 —12m + 4 m?)
8(1—m)*(3—a2m)(1— am)

19. Newton s’occupe ensuite des variations du nceud et de l'inclinaison, et
T. — I 6
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trouve, par des considérations géométriques, ces expressions des mouvements

horalres et

d[’
do . . s
s T =—3m*n sin(v— 6)sin(v'— 08) cos(v—v'),
(10) 4
a—f_—_—-3m’n9cos(u——9)sin(u’—0)cos(u—u’),

ol n désigne le mouvement horaire de la Lune. Ces valeurs sont identiques a
celles que fournissent les formules (a) et (b); en effet, dans ces derniéres,
3’ désigne la distance du Soleil au plan de ’orbite de la Lune, et la considéra-
tion d’un triangle rectangle facile & apercevoir donne

7

s'=—r'singsin(v'— %).

On a, d’ailleurs, en négligeant 'inclinaison,

A* = -t — 211 cos(v — V),
d’ou

-3
T 2r , rt] *
'A—i_--l?; I—F,—COS(‘J—'J)—Pm ’
. . . . r
et, en développant suivant les puissances de =T
I | 3r
FOr i s —cos(v—v')+..

On trouve donc

. 3r . .
W= ;,'—asqusm(u’—(i)cos(u — '),

ct les formules (a) et (b) donneront, en remarquant que Y = v — 0,

. ' - . )
d-—t- = — m \—/:—e—! W sin (U—G) Sln(U,—a)COS(U—U’),
(r1)
do Im! n art Ly ,
9L m’—i ;_:e’ -"—,,-Sln? COS(U - 9) sm(u —G)COS(‘J — V).
Mais on a
m' n'ta’? \a?
i+m ni@ @

et il en résulte que les formules (10) et (11) coincident quand on néglige les
excentricilés.

Newton remarque ensuite que le mouvement horaire du nocud est tantot

\’
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accéléré et tantot retardé dans le cours d’une lunaison; il prend la valeur

moyenne qu’il appelle le mouvement horaire mediocre. On a, par une transfor-
mation facile,

;if- =— gm’n sin(v' — ) [sin(v'— 0) + sin(2v —v'— 0)];

le terme dont ’argument est 2v — v’ — 0 prend, dans le cours d’une lunaison,
des valeurs positives et négatives qui se détruisent a fort peu pres, et il en
résulte, pour le mouvement horaire médiocre,

(12) g—g = %m’nsin’(u'—O) = %m'n + %m’n cosa(v' — 6),
quantité qui ne devient jamais positive. Newton calcule la valeur moyenne
de Z—f par un procédé qui revient i poser v’ — § = ¢, d’ol1, en négligeant I'ex-
centricité du Soleil,

mndt — di = dy, d@:——gm—?nL
A om sin?¢

dy.

Entre deux passages consécutifs du Soleil par le neeud, 0 varie de

m s
._‘? J&_d¢:—§nz<l—gm+...)2n.
2 3 .., 4 8
1+ - msin ¢
]

Newton a déterminé cette intégrale par un procédé spécial. Pour avoir I'ac-
croissement de O pendant une révolution sidérale du Soleil, il faut diviser par

3 .
1 —zm, ce qui donne

3 §ﬂl 2
—Zm l—8 +...) .

. . mn . 'S N
En multipliant par —— on a le mouvement horaire médiocre

9

3 2 3
——-,-mn+—m n-—-...
A 8

obtenu par Newton qui y ajoute encore un petit terme correctif inexact de
I'ordre de m*; mais il arrive finalement qu’il avait calculé la durée de la révolu-

. . . 1 . ’
tion des nceuds de la Lune 3 moins de %o de sa valeur. Il avait trouvé en outre

dans 6 un terme en sin2(v’ — 0), correspondant a une inégalité découverte par
Tycho Brahe et ayant a fort peu pres le méme coefficient.
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Pour ce qui concerne linclinaison, la seconde des formules (10) donne

‘;—f = - gm’n gsin(v'— @)[cos(v'— 0) + cos(2v — v'— 0)];

en négligeant le terme en cos(2v — v’ — 0) qui se détruit a trés peu pres,
Newton obtient, pour le mouvement horaire médiocre de I'inclinaison relatif a
la durée d’une lunaison,

- gm’n psin2(v'— 9).
4

Pour I’ensemble des positions du Soleil, cette quantité s’annule, de sorte que
I'inclinaison a une valeur moyenne constante ; il n’y a qu’une inégalité pério-
dique principale en cos2(v' — 0), qui cadre bien aussi avec ce que fournit
’observation.

Dans le scolie final qui termine la théorie de la Lune, Newton dit : « Qu’il
a voulu, par les déterminations précédentes des mouvements lunaires, montrer
comment on peut y parvenir au moyen de la cause qui les produit. » Il annonce
ensuite avoir trouvé plusieurs autres inégalités, sans exposer les méthodes par
lesquelles il y est arrivé. Il dit notamment avoir reconnu I’équation annuelle,
et I'avoir trouvée de 11'50” (la vraie valeur est de 11”10").

20. Un Ouvrage publié tout récemment jette un nouveau jour sur les progres
que Newton avait fait faire a sa théorie de la Lune; il a pour titre : A Catalogue
of the Portsmouth Collection of Books and Papers written by or belonging to Sir
Isaac Newton (Cambridge, 1888).

Les manuscrits de Newton, apres avoir passé en diverses mains, apparte-
naient, en dernier lieu, au comte de Portsmouth, qui les a livrés a I’Université
de Cambridge, en la priant de faire un choix et de conserver pour elle tout ce
qui se rapportait directement a la Science. Une Commission, composée de
MM. H.-R. Luard, G.-G. Stokes, J.-C. Adams et G.-D. Liveing, fut nommée le
6 novembre 1872, a I'effet d’examiner et de classer les tres nombreux papiers
de Newton. Nous lisons, dans la Préface de I'Ouvrage en question, que 1’on n’a
trouvé de résultats importants et non publiés que sur trois théories : celle de la
Lune, celle de la réfraction atmosphérique, et la détermination de la forme du
solide de moindre résistance ; les manuscrits correspondants étaient souvent en
mauvais état, ayant souffert du feu et de ’humidité. Le plus intéressant se
rapporte au mouvement de I'apogée lunaire : Newton établit d’abord deux
lemmes qui font connaitre le mouvement de ’apogée dans une orbite elliptique
d’excentricité tres petite, tel qu’il résulte d’une force perturbatrice agissant
dans la direction du rayon vecteur ou dans une direction perpendiculaire. Ces
deux lemmes étaient rédigés avec soin, comme s’ils avaient été préparés pour
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I'impression, devant figurer sans doute dans une nouvelle édition des Principes.
Newton fait ensuite I’application de ses deux lemmes pour trouver le mouve-
ment horaire du périgée, et il arrive 2 un résultat qui peut étre représenté par
la formule

1+ bl cos(2v' —aw)
do 2

(13) =" 2383 ;

d’apres la Préface, la déduction de cette formule n’est pas entierement satisfai-
sante, et les corrections apportées au manuscrit montrent que Newton n’était

. N . It
pas bien sur du coefficient —-

Nous verrons plus loin que la formule exacte, limitée 4 ses premiers termes, est

— 3 2 5 Iy .
-—,t__-[;m n[1+ 5cos(2v'— 2@)];
on a, d'ailleurs,

— . * 3 :_.___'_-
m = 0,07480, Zm = 2383

il en résulte la méme formule (13), sauf que le facteur - est remplacé par 5. La
q 2 |4 p

Préface ajoute que Newton déduit, tout a fait correctement, de la formule (13),
que le mouvement moyen annuel de I’apogée est de 38°51'51”, tandis que celui
qui est donné dans les Tables astronomiques est de 40°41’,5.

Nous dirons, en terminant, que la portée des deux lemmes de Newton se
comprend mieux si 'on remarque que la sixieme des formules (a) donne, en
supposant l'inclinaison nulle,

ed—E =H[—Scosw+T(:+ f)sinw],
dt P

ol H désigne une constante. Quand on néglige aussi I'excentricité dans le
second membre, cela devient

d .
e% = H(— Scosw + aTsinw).
Les deux lemmes de Newton reviennent 3 la démonstration de cette formule,

lorsque S ou T est nul.
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CHAPITRE 1IV.

THEORIES DE LA LUNE DE CLAIRAUT ET D’ALEMBERT.

21. « Dans le Livre des Principes, Newton, apres avoir assigné la cause des per-
turbations du mouvement elliptique de la Lune, a fait voir, de plus, comment on
pouvait calculer les grandeurs d’une partie d’entre elles avec assez d’exactitude
pour fournir déja une confirmation remarquable de la gravité universelle. Mais
Clairaut est le premier qui ait donné une théorie du mouvement de la Lune,
fondée sur I'intégration, par des séries, des équations différentielles du pro-
bleme des trois corps, qu’il avait obtenues en méme temps qu’Euler et d’Alem-
bert (*). »

Clairaut suppose d’abord que le mouvement se fasse dans le plan de I’éclip-
tique; soient r et v les coordonnées polaires de la Lune, I'origine étant au centre
dela Terre; S 1a composante de la force motrice suivant le rayon r, comptée posi-
tivement dans le sens du prolongement de r; T la composante perpendiculaire,
comptée positivement dans le sens des longitudes croissantes. Les équations
auxquelles arrive Clairaut peuvent se déduire des formules («”) de notre Tome I,

page 91, en y supposant u = 7' Elles sont, en prenant ¢ pour variable indépen-
dante et désignant par % une constante arbitraire,

dt — rtdy
/l\/l + ,%fTr’dr
’1_ . Sr’—Tr%
T rT -

(1) Cette citation est empruntée au Mémoire de Poisson : Sur le mouvement de la Lune autour de
la Terre.
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ou, ce qui revient au méme,

(1) ‘ di— _tdv
hyir+2p
a”ﬁ . Sr’—Trﬂ.
(2) I . N
dv* r 1+2p
(3) p= éle"dv.

Clairaut pose ensuite, en désignant par M le produit dé la somme des masses
de la Terre et de la Lune par la constante f,

s—-Y—o
%I"-{—- %rd 2p
4 2 - 1+ 2p
() — =,
moyennant quoi la formule (2) devient
(6) | %J +U+Q=o.

L—i, est la force centrale qui produirait le mouvement elliptique; la force per-
e

turbatrice de ce mouvement est donc représentée par ses composantes — @ et T,
relativement aux axes rectangulaires mobiles définis plus haut.

22. Clairaut multiplie I’équation (6) par cosv dv; il integre, et trouve, en dé-
signant par c, une constante arbitraire,

i—gcosv + U sinv+f$2cosvdv = Co-

< . . . av . L .
II multiplie cette nouvelle équation par -, integre, et désigne par c, une

nouvelle constante arbitraire, ce qui lui donne

U
Tosv +f<f$2cosvdv>dtangv:cotangv+c.,

ou encore, en intégrant par parties,

u .
cosy T aN8Y Qcosvdv—fﬂsmvdv: colang ¢ + cy.
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En tirant de l1a U pour le reporter dans la formule (3), il vient

2
(7) L%_:l—(:.sinv—c,(:osv-i-.1,
en posant
(8) A =ssinv Qcosvdv—com'f Qsinvds.
[ ] (]

Si I’on suppose A = o, on retrouve I’ellipse de Képler.
23. La quantité A se calculerait aisément, si I’on avait mis Q sous la forme
(9) Q :2 A, cosir,

¢ désignant une série de quantités réelles quelconques.

Les formules (8) et (9) donnent en effet, par un calcul facile,

_ A; . A;
A _2 T cosw — cosvz 5

d’ou, en ayant égard a la formule (7),

/l’ . . A[ A,' ..
(10) m_l—c,smv—cosv<c,—2 p._|>—2 F cosin

On aurait donc ainsi I'équation de I’orbite, avec les coordonnées polaires r
etv. On peut disposer de la direction de ’axe des = de maniére a avoirc, = o, et
si I’on fait

. ht

(ll) ‘i‘i’:p)

il vient

(12) 7'_:;)'-+ %(Eﬁ—cl)cosv—;—)zl{%cosk.

Le rapprochement des formules (g) et (12) montre que chaque terme du dé-
veloppement de Q engendre d’une maniére tres simple un terme du développe-

V4

ment de L.
F

Les formules souffrent un cas d’exception pour : = 1; car alors le dénomina-
teur 2 — 1 s’annule. Il est facile de voir comment la formule (12) doit étre mo-
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difiée, en rapprochant les deux termes

A( I A[ .
COoSY — — COStv =

1 A; cosv — cosiv
p —1 p r—1 P a—1

b

. . ’ o
cette expression, lorsque ¢ tend vers 1, se présente sous la forme _, et elle a

pour limite

A; (o sini¢

A
—_— - = — ¢ Singe.
P 2t i=1 2p

Si I'on n’avait rien négligé pour mettre Q sous la forme (g), en raison du
facteur ¢ qui croit au dela de toute limite, on pourrait affirmer que le terme pré-
cédent finirait par éloigner de plus en plus I'orbite de la forme elliptique. On
n’aura pas le droit de formuler la méme conclusion si I’on a négligé quelques
quantités pour mettre Q sous la forme indiquée; tout au plus pourra-t-on en
déduire qu’on ne devra compter sur ’exactitude de la solution que pendant un
petit nombre de révolutions.

Clairaut remarque ensuite que I'on devra accorder la plus grande attention
aux termes du développement (9) de Q, dans lesquels z, sans étre rigoureuse-
ment égal a 1, en différerait seulement d’une quantité tres petite; car ces

s 1 3 . . s .
termes, en passant de Q a - acquierent le petit diviseur 2 — 1, et peuvent

. o . 1 a . ’ .
devenir trés sensibles dans -, alors méme qu’ils I’étaient peu dans Q.

Les termes pour lesquels ¢ est voisin de o méritent autant d’attention; il est
vrai qu’ils ne changent presque pas en passant de Q dans ;; mais, quand on

veut avoir ¢ en fonction de ¢ par la formule (1), on est ramené a des intégrales
telles que

, siniv
fcoswdu: — -+ const.,

et le dénominateur ¢ est tres petit.

Ces termes, dans lesquels ¢ differe peu de 1 ou de o, constituent la plus grosse
difficulté du probleme. Quant aux autres, on pourra les calculer d’une fagon
plus sommaire. ‘

24. Clairaut considére un cas intéressant, déja examiné dans les Principes de
Newton, o I'on aurait constamment
T=o et ®=——>
-

T. — ML 7
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de sorte que la Lune serait attirée seulement par la Terre, 'attraction étant

M iM

Traitons directement ce cas, en remontant aux formules (2) et (3) qui
donnent

h!
_ " T m KM
A R T
ou bien
dr (h*— kM h*— kM /h*— kM
c—i_v_’< r —M>+ h? ( r —M)—O

On peut intégrer cette équation linéaire; en désignant par H une constante
arbitraire et disposant de la direction de ’axe des x, il vient

2 __
h—w—-M:Hcos(v‘/ l—f—?>'
r h

L’expression qui en résulte pour r est de la forme

1+ e’ cospy

U h! ’ H kM M’
P':ﬁ—k’ e:ﬁ, l.l.: I—-——hTt‘/—h—l:-

La trajectoire présente une série de maxima et de minima du rayon r; 'inter-
valle angulaire compris entre un maximum et le minimum suivant est

oul'on a

To__ T
B/
h?

de sorte que la ligne des apsides tourne dans le sens direct avec une vitesse
égale a la vitesse moyenne du rayon vecteur, multipliée par

!
—_—— I
kM

h!
On peut écrire

4

_ P
T i+écos(v—w)

en faisant
®=(—p);
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ce qui prouve que, dans ce cas, la Lune se mouvrait encore sur une ellipse
ayant son foyer au centre de la Terre; mais le grand axe de I'ellipse tourne-
rait, dans le sens direct, de la quantité indiquée.

Clairaut remarque ensuite expressément qu’une ellipse invariable ne peut pas
servir de point de départ aux approximations successives, car les observations
nous apprennent que le périgée accomplit une révolution en neuf ans environ.
Donc, au bout de quatre ans et demi, le périgée s’échange avec I'apogée, de
sorte qu’il vaudrait mieux alors supposer I'orbite circulaire. Il en conclut qu’il
faut prendre une ellipse mobile représentée par I'équation

r= —L—-——
1+ e cospy
25. Expressions des composantes ® et T. — Il serait bien facile de les
déduire des formules du Chapitre précédent, mais nous préférons les retrouver
directement. .
Soient X et Y les composantes de la force perturbatrice, paralleles aux axes,
x ety les coordonnées de la Lune, =" et y’, r et ¢ celles du Soleil, D la distance
de la Lune au Soleil, M’ le produit de la masse du Soleil par la constante f. On a
(F—x & _w(d=r_Y
X=M< D‘ -—’_—,">’ Y—-M( D’ —'—,')7
—®r=Xxr+Yy, Tr=xY—yX,

)+ i)
)

X = rcosv, y =rsine, x' ="' cosv', ¥y =r'sin¢,

¢ - % [(.z‘x'q—‘y]")(_l_ —

r's

9- 9-

[\ hl, 1 '
I'=— (.ry—yx)(,—_l,—,—

14
On a, d’ailleurs,

L'+ yy'=rr' cos(v —¢'), 'y —y'x=rr'sin(v —¢'),
D= 24 r's—arr' cos(v — '),

11 ar , rn
—D—i_;ﬁ I—TTCOS(V—V)-F,J’ ’

. . . o . . 1
d’ou1, en développant suivant les puissances de "— <quantue voisine de -4—0—5), ct

T r
négligeant —>

LY [1 + 19’—':cos(v— v')]
| L r ’

1l en résulte

S !
o=t scosre—vy),  T=—2Msin(e ) cos(e — );
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ou bien, en remplacant M’ par n'?a’® et transformant,
1 a'\? ,
¢—=— 3 n”l'(;—,) [t 4+ 3cos(2¢y —2¢)],
"3
T=— én"r<£,> sin(2v — 2¢’).
2 r
Quand on néglige I’excentricité de I'orbite du Soleil, on a
r=a, v'=n't + const., ' ‘

et il en résulte ces expressions assez simples
‘ o=— %n"l‘[l + 3cos(2v— 2v")],
(13) <

( T=— %n”rsin(nv— av').

Les formules (1), (3) et (4) donnent ensuite

3 + N e
zp_—_M—ﬁf' sin(2v — 2v') dv,
2
(I'|) dt = é)
VMp (1 +2p)
1 '3 p3 3 n'sr: dr . ,
Q(l+2p):—;ﬁﬁ—[|+3cos(2v——w')]—;—M—'é)sm(ar—w)—zp.

Soit x une quantité voisine de p, dont la signification sera fixée plus loin, et

n'ty’d

(15) M =a,

les formules précédentes donneront

)
'29:—3a£f<£> sin(2v — 2av') dv, |

1 r\? 3 r\* dr . ,
92—-;«(;) [|+3cos(3v—2v')]+;a<;> x—dvsm(av—zv )+2p.

(16)

1+ 2p

Il ne s’agit plus que de chasser r et v — ¢’ de ces formules, et de réduire Q
en une série de cosinus des multiples de .

26. Nous prenons donc, comme point de départ de la premitre approximation,

(17) r=—2= .
1+ecospy
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nous en déduisons, en négligeant e?,

r* di

r\* r\3 . .
(18) (;) =1—h4ecospy, (;) =1—3ecospv, o gy —pesinpy;

on peut, pour cette premiére approximation, négliger p dans I’expression (14)
de d¢, ce qui donne

dt——'—"ﬁ’—- * (1—2ecospv)dy
. VMp  VMp ’
d’od, en intégrant,
t + const, = x (v — 2% in v)
BT

Nous négligerons complétement I’excentricité ¢’ de 'orbite du Soleil ; nous

aurons donc
v'=n't + const.,

et, si I'on porte dans cette formule I’expression précédente de ¢, il vient

. 2em .
(4 ?mv+a——P‘—-smp.v,

2 )/
(19) m=2 L, m’:afg
VMp P

o est une constante que I’on peut supposer nulle si, a ’origine, le Soleil et la
Lune ont été en conjonction, la Lune étant en méme temps au périgée, car on a
alors vy =o0, ¢'= o, et la formule (17) donne, pour r, un minimum. On peut
d’ailleurs éviter ces hypotheses qui ont été reprochées a Clairaut, en laissant
subsister la constante o, qui n’est pas génante, et écrivant

X
— 1)
L+ eCcos(pmy —®,)

ol @, désigne une autre constante. On aura ensuite

em .
20— 2¢' =4y + hem sinpv,
M
avec

(20) A=2—2am.

On trouve, en appliquant la formule de Taylor,
cos(3v —2v') =coskv — %:sinpv sindv —. ..,

A
. . em .
sin(2¢ — a¢') = sin)v + 4—;—smy.v coshe—...
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d’ol, en transformant,

cos(av —av') =cosAv + “lcos(l +p)y— nin-cos().—pt)v,
(a1) ® [

sin(av — 2¢') = sinA¢ + 2—:? sin(A + @)y — -2%3 sin(A — p)¢;
. . . r\* . .
en combinant la derniére formule avec I’expression de (;) » il vient

(g)‘sin(nv —a2¢') =sindv — 2e<l — %)sin()\ +p)e— ze(l + -Z—')sin()‘-—y)v.

Intégrons et portons dans I’expression (16) de p; il viendra

m m

11— — 1+ —
(23) 2p=3m? [CO;M —ae)\+::cos()\+p.)v—2e)‘_::cos().—y.)v—l-c‘l.

Clairaut détermine la constante ¢ de maniere que p s’annule pour ¢ = o, ce
qui donne

1 he(h+m)
(23) c:——-)-‘--f-'i_)"—_p.’_.

On tire ensuite, des formules (18) et (21),

3 /r\? n_3 ) 3 am 3 am
(24) ;a(;) cos(2v—av') _;a[cos).v—e(;—--;—)cos(l+ p.)v—e(;+T>cos(l—-p.) v] ,

3 rtdr . 3
(35) ;a% ‘T:sm(av—- ay') = 7'ay.e[—cos()\+p.)v+cos(7«—-p.)v].

Il n’y a plus qu’a reporter les expressions (22), (24) et (25) dans I’expression
(16) de Q; on pourra supposer, dans le dénominateur, p = o. On trouvera

(26) Q=—Aacoshv —Bacos(A—p)¢ —Cacos(A-+p)v —Eacospuy + Pa,

en faisant
3 3«
A_;-'-i;)’
'+m ]
% m 3/3 am 3
B—e[—“;m"s(;“ﬁ)w“ ’
n
(27) <C_e[_6£';E_§<§_gﬁ)_§ ]
- piwvp 2\a” w/)TiRD
E:—-e,
P=-—_1_-3c%
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On a ensuite, par la formule (12),

t__1+Pa  cose ¢ P Aa Ba + Ca + Ex
r— " p e I T =1 T pr—1 E—
! -A—acos)‘v —1—3—0‘—cos()\— )v+-¢—cos()\+ Yo+ Ea cosp¢
+ o L= oS i Bt o AT

I1 faut égaler a zéro le coefficient de cose, puisqu’on a introduit cospy au
lieu de cosv; on en déduira une équation propre a déterminer ¢,, mais qu’on
pourra laisser de coté, car c, ne figure dans aucune autre relation. On simpli-
fiera ensuite I’écriture en faisant

(28) ',f'=|+ecos;w+Bcoshw—ycos()\—p)v+6cos().+p)v,

(29) |+Pa:£,
53— Aax x . Ba z . Ca z
—F—ip TTO=—wr—ip T O+ p

Eax x

(30) 1:,—__—]—;“_3.

On a représenté par e le coefficient de coswv afin de retrouver la premiere
approximation ;= 1 + e cosv. Remplagons, dans les autres, les quantités A,
B, ..., P par leurs valeurs (27), A par 2 — am et %‘ par la quantité m? qui
lui est égale, d’apres la formule (19); nous trouverons

3ms? 1 X -
B= 2(1—2m)(3—2m)(l+ l—mfo)’

m
_ 3em? x ’+F 3—p  m
B (r= (3_P—2m)(2m+}l~—-—l)<2; 2—#—2m+ 4 +?’: ’

m
d—— 3em? <2r l—}_l.- +3+p. m
T @B+p—am)(i+p—am) \ pa+p—am & ~ p/)’
c= ! + 4e i—m
2(1—m) N (2+p—2m)(2—p.—2m)’
pP_ _« . 1 ., 2—m
(33) P [a(l—-m) "'e(2+p——2m)(a—p.—nm)]’
_ 3em?
et =D

Cette derniére relation, qui provient de (30), peut s’écrire, apres la suppression
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du facteur e,

(33) pre=i— %m’.

La constante « définie par la formule (15), dans laquelle on peut remplacer
M par n?a?, differe tres peu du carré du rapport du moyen mouvement du
Soleil a celui de la Lune; a doit étre considéré comme une petite quantité du
second ordre. La formule (32), dans laquelle on remplace p par sa valeur (33),

x . . .
donnera 5 par des approximations successives. On aura

;} =1 + une quantité du second ordre;

nous pourrons prendre ici ; =1, a = m?, et les formules (31) et (33) donne-

ront
3 3
I.l.’:‘l——;m’, P.:l—zm’—f—...,
_ 3m?(a —m) _
B = 2(|—m)(1—2m)(3—2m)—m’+""
3em? ( 1+m 1 ) 15
y = i 2 +-4+m)= —em+...,
3 1—am 2 8
(2—2m)(2m—-zm’>
= Sem? <2 TR e —m)= 3 emt
- (4—2m)(a—2m) 3—am —m)=Tgemte

On remarquera qu’un facteur 7 a disparu du numérateur de v, parce qu'il se
. . . . 3
trouvait aussi en facteur au dénominateur dans 2m + . — 1 = 2m — Zm’. On

aura donc finalement

s;: 1+ecospy + micos(a—am)y + '—Ssmecos(a —am—p)e
(34)

— gem’cos(2+y.—am)v+...,

(35) p.::l—zm’+....

La formule (34) représente I'équation de l'orbite en coordonnées polaires,
au moins d’'une maniere approchée, car on a négligé beaucoup de choses, no-
tamment U'inclinaison. Clairaut ne donne pas, comme nous I’avons fait, les par-
ties principales algébriques des coefficients B, y et §, mais leurs valeurs numé-

riques.
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27. Le rapport des moyens mouvements du Soleil et de la Lune a pour valeur

m = 0,0748;
il en résulte

3
1— @ = - m®=0,00420;

4

ct I’obhservation donne
1 — p=0,008 45.

La théorie fournit donc, pour le périgée, une vitesse qui n’est guére que la
moitié de la vitesse réelle. Il fallait en conclure, ou que I’attraction newtonienne
ne donne point le vrai mouvement, ou que la solution précédente n’est pas
propre a le déterminer. Clairaut s’est horné d’abord a la premiére alternative
et il a pensé que la loi de Newton, qui rendait compte des attractions & grandes
distances, devait étre modifiée par un terme complémentaire, sensible seule-
ment a des distances assez petites, ce qui est le cas de la Terre attirant la Lune.
Il avait remarqué (p. 50) que, si la loi d’attraction était exprimée par la for-

mule
M kM

F+ s’

le terme additionnel ,‘,—I:I aurait pour effet de produire un mouvement direct du

périgée; il était donc facile de déterminer le coefficient £ de fagon a rétablir
I'accord entre les deux vitesses fournies par I’observation et par la théorie. Il
est bon de se rappeler que le méme désaccord était constaté presque aussitot
par d’Alembert et Euler. Ce fut Clairaut qui montra le premier (') qu’il avait
pour cause, non pas l'inexactitude de la loi de Newton, mais I'imperfection
de la solution.

Il remarqua, en effet, que si la valeur de :—f, substituée dans les diverses par-

. , . - 3 rtdr

ties de l’expression (16) de Q [savon, dans p, - 5 &
3

i—’(:—;) cos(2v — 2v’)], avait contenu, comme elle le devait, outre la partie

1+ ecospy, les termes

sin(2¢ — 2¢') et

Beoshe +ycos(A—p) e +.1.,

dont on a appris qu’elle était composée, le produit des termes de cette espece,

, r\?* /r\* . .
surtout ceux en cos (A — )¢, renfermés dans (;) s (;) » avec les sinus et co-

(1) On ne peut s’empécher de rappeler que Newton avait obtenu lui-méme, mais sans la publier,
une valeur bien plus exacte de ., qui ne lui avait suggéré aucun doute sur l'exactitude de la loi de la
gravitation (p. {5 de ce Volume). )

T. — HI. 8



58 CHAPITRE 1V,

sin
, cos
troduit d’autres termes que — - e dans I'expression (27) de E. L'équation (30)

sinus de A¢ et autres termes de I’expression (21) de ° __(2¢ — 2¢'), aurait in-

aurait été ainsi modifiée et, par suite, la valeur (33) de p. :
Pour en donner une idée, il ne prend que le terme ycos(A — @) v de ;, qui

est le plus sensible, parce que y contient seulement le facteur m, tandis que f8
et 8 renferment m?; ce terme ajoutant i peu prés

—4ycos(h—p) ¢

. r\* s
a la valeur de (;) » on aura pour I'intégrale

r 13
f(;) sin(2¢ — 2¢') d¢

cos(ad —p)v L. cospy
2k —p PR

I’accroissement

— 4y [ sinkvcos(A —p) vdv =2y [

dont il ne faut retenir que la partie ¥ cospo, ce qui donne, d’apres (16), cet
q p m P q p

accroissement de 2p
- 6;“7 Z(-cosp.v =— é[?em'cosy.v.

kP

s . 3 /ry®
On trouvera de méme, pour I'accroissement de -« (;) cos(2v — 2¢'),

— gm’y cos(A — @) vCOSAy = — %m’y [cos(2A — p) v + cospv],
dont il ne faut retenir que la portion
- gm’y cospy —— %—f—em' cosue.

N 3 rtdr
De méme, on trouvera dans S0

2 7o5in(a2v — 2¢),

%ay()\ — p)sin(A — p) ¢ sinke = %ay()\— p) [cospy — cos(2h — ) ¢],

dont il ne faut retenir que

45

em?®cosue,
3a ®

E—[i ay(h—p)cospe =

L’expression (16) de Q recevra donc I'accroissement

(+ 45 135 45

+ 5= — - Jem*cospe =+ ?is-em'cos 4
4 32 3a 16 pe
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Par suite, il faut remplacer dans la formule (26) le coefficient E par

3 225
E=—-¢— —em.
2 16

L’équation (30) donnera donc

3 225
1 — 2 3
® 2 16 7

d’ol

3 ., 3230
(36) l—y._l-'m + gy
235

On a donc obtenu l'accroissement + %

m?, ce qui donne

1 — p=0,007 14,

nombre déja plus rapproché de la vérité. Les théories plus compléetes montrent
que les coefficients de m? et de m® dans la formule (36) sont exacts.

28. De méme que la premiére approximation

— X
T 1+ecospy
avait fourni a Clairaut une expression approchée de ¢ en fonction de ¢, de
méme la formule (34) lui permet de trouver plus exactement ¢ au moyen de .
Dans ce cas, la formule (14) est remplacée par

dt = l_Pr'dv,

VMp
ol I'on doit substituer pour r et p leurs dernieres valeurs.

Clairaut montre ensuite comment on tient compte de I’excentricité de I'orbite
du Soleil et aussi de I'inclinaison de 1’orbite de la Lune; il perfectionne ainsi
la formule qui donne r au moyen de ¢, et, quant a ¢, il le détermine par la for-
mule plus exacte

Enfin il étudie les variations du nceud et de 'inclinaison de l'orbite; il ne
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semble pas que ses recherches sur ce dernier point aient ajouté beaucoup a ce
que Newton avait donné sur le méme objet dans les Principes.

Nous ne suivrons pas Clairaut dans tous ces détails; nous nous contenterons
d’avoir donné une idée assez complete de sa méthode et nous renvoyons le lec-
teur a ses divers Mémoires, notamment a sa Théorie de la Lune déduite du seul
principe de l'attraction, 1765. )

Clairaut donne partout les valeurs numériques de ses séries plutot que les
expressions algébriques des coefficients, ce qui rend sa théorie plus difficile a
suivre.

29. Théorie de d’Alembert. — D’Alembert a consacré a la théorie de la
Lune tout le premier volume et une partie du troisieme de ses Recherches sur
différents points importants du systéme du Monde (1754 et 1756); il est revenu a
plusieurs reprises sur le méme sujet dans ses Opuscules, notamment dans le
tome V (1768) et le tome VI (1773); mais c’est le tome I des Recherches qui est
de beaucoup le plus important. La méthode qu’il emploie présente beaucoup
d’analogie avec celle de Clairaut; c’est encore la longitude vraie qui sert de

variable indépendante. Soit -:; la projection du rayon vecteur de la Lune sur le
plan de I’écliptique, d’Alembert part aussi de I'équation

T du
(37) ‘—i’—“+u+—l—————;% =o
dv? urh? 2 (Tdo™ 7’
) e
dans laquelle il fait
u=K+ u,

u’ désignant une nouvelle variable qui sera assez petite, parce que la projection
de 'orbite de la Lune differe peu d’un cercle. L’équation précédente prend la
forme

d*u'
dy?*

(38) +Ntu/'+ P=o,

ol N désigne une quantité constante qui ne differe de 1 que par une quantité
- de I'ordre de la force perturbatrice; P est une fonction de ', de ‘2—‘“,’; et de sinus
et cosinus des multiples de ¢. Dans une premiere approximation, on néglige
u' et %‘:7’ dans P, a cause de leur petitesse et du coefficient m? qui entre partout

dans P. Alors I'équation (38) peut s’écrire

]
(39) %+N’u’+H+Bcos(A+qv)+Ccos(l)+sv)+...=o.
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L'intégrale générale de cette équation différentielle linéaire est

(40) u’:&cost-i—esian—E—w—...;

d’Alembert modifie les constantes arbitraires ¢ et ¢ et met &’ sous la forme

u’:&cosNu+ssinNu+H&1¥;——_—'
(41) _ pos(A+qv) B [cos(A+Nv) cos(A —Nv)]
N—¢4? aN N—g N+gq

On peut ensuite revenir a I’équation (38) et tenir compte des termes en u’ et
éd%' négligés d’abord; on les calculera par la formule (41), puis on recommen-
cera I'intégration.

Donnons quelques détails au sujet de la premiere approximation. En négli-
geant T%, remplagant S par — ,h—f — @, I’équation (37) devient

d*u M 2 T dv L]
et T wrp\'TR) v )T evnT°

ou bien, en remplagant T et ® par leurs valeurs (13) et mettant f‘- au lieu de r

(nous négligeons ici I'inclinaison),

(] 2 i ) e ¢! 2
d"+u M[l+3n fgﬂ(m——w)dv]+ > [1+ 3 cos(av —av')] =o.

de? TR AT ut 3h?ud
H —_— !
On peut supposer u constant dans I'intégrale f M‘;‘J)d;f et remplacer
¢’ par my, ce qui donne
d*u M "3n'* cos(a—2am)v
7 A 1 Ry T 1—m

(43)

n't 3an

+ afitud + 2t ud

cos(z2—3am)v —o.
On remplace « par K + «', mais on néglige u' dans les termes périodiques
multipliés par »'?; il vient ainsi

dru’ , 3n? K M n't
ot T \UT k) TR TR T ek
3n't [ M

T IRK Kri(i—m) ""] cos(a2 —am)v=o.
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On peut prendre
h*=Mp = na*p = n*at, l\':;,

n'? n'? m?

PK* 7 nta” a

1l vient ainsi

’
dl+u’(l—§m’)+l\'+

dv? 2a 2a

m*—a  3Im? i
t+ —— cos2(1—m)v=o.

On pourra donc appliquer la formule (41) en faisant

. - . .
N’:l—gm’, H:]\’+m 2, B:&i(,_*. _'_),

a2a 2a I—m

A=o, qg=12a(1—m).

On trouvera ainsi, en supposant ¢ = o,

u'=dcosNv+H

cosNe—1  3m? L cos(2—am)y¢
1—m

N T aa \' T iem) f—my—

ou, plus simplement,

cosNv —1 m?
N,———-&- ?cos(z—am)v+....

u'=dcosNv+H

Cette valeur est d’accord avec la formule (34) en posant

x=a, r=N.
On voit que I'argument
Nv:(n— %m’+...)v

s'introduit ici tout simplement et qu’il donne le mouvement du périgée; c’est
le terme dcosNe¢ que Clairaut introduit au début des approximations comme
résultant des observations de la Lune. D’Alembert le trouve naturellement par
le calcul méme.

Nous ne suivrons pas d’Alembert dans les calculs assez compliqués qu’il fait
pour les approximations ultérieures; nous n’essayerons pas non plus de com-
parer en détail sa théorie a celle de Clairaut. Les deux grands géomeétres ont eu &
ce sujet des contestations assez vives. 1l nous suffira de dire que Clairaut a eu le

grand mérite de trouver le second terme du mouvement du périgée, au moins

. . . . 225
sa valeur numérique. D'Alembert a donné son expression analytique, %m“,
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que nous avons donnée plus haut, et il a montré que les termes suivants de-
vaient étre pris aussi en considération; ses calculs algébriques sont, en somme,
plus complets que ceux de Clairaut et plus développés. En outre, d’Alembert
a introduit I'argument pe¢ d’'une maniere plus logique. Nous remarquerons en
terminant que, s'il avait remplacé aussi u par K + «’ dans le terme

3n't

WCOS(Q —_ 2”&) o,

il serait tombé sur I’équation

%’VL:I + u'[A + Vb cos(2 —am)e]=¢2,

que nous avons considérée au Chapitre I, et qui a fait I'objet des études impor-
tantes de MM. Gyldén et Lindstedt. Cette équation a été rencontrée d’abord par
Lagrange, puis par d’Alembert (Opuscules, t. V et VI); mais d’Alembert, tout
en s’occupant de cette équation, ne parait pas avoir indiqué comment on pou-
vait I'introduire trés naturellement.

D’Alembert avait pénétré assez profondément la théorie. Ainsi, en considé-
rant la formule

dv

[—— ]
u’h\/l—!—,% u—r,dv

il remarque que les termes en cos k¢, pour lesquels £ est du premier ordre, se-

dt —=

ront abaissés d’un ordre dans l’intégrationf%—: do. Ces termes entreront ensuite

dans I’expression
1

—_—
u’\/|+-’%f%d0

ils seront combinés avec d’autres termes en cosk’v, et, comme en général
k = &' ne sera pas du premier ordre, mais fini, il en résulte, qu’en calculant ¢,
il n’y aura plus d’autre abaissement. Mais les termes en cos/v se retrouveront
aussi intégralement dans dt, et, dans la nouvelle intégration, ils seront encore
abaissés d’un ordre. Si donc, on veut avoir ¢ en fonction de v, en gardant les

petites quantités de I'ordre ¢, il faudra calculer, dans ;];’ les coefficients des
termes en coskv, ol £ est du premier ordre, en y conservant les quantités de
I'ordre ¢ + 2. Pour les autres termes de 3—, en coske, ou % est fini, il faudra les

calculer en gardant ’ordre ¢ + 1; cela n’est nécessaire finalement que pour un
q
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petit nombre de termes, mais, comme on ne le sait pas d’avance, on doit pro-
céder ainsi.

On doit encore a d’Alembert cette remarque importante, que les coordonnées
de la Lune sont, apres les perturbations, développées en séries de sinus et de
cosinus des multiples de quatre arguments élémentaires

¢ — ¢' = différence des longitudes de la Lune et du Soleil,
¢ — @ =v¢v—[®+ (1— ¢)¢] = anomalie vraie de la Lune,
gy — 8 =v—[6+ (1—g)v] = distance de la Lune au nceud,
v'— ®' = anomalie vraie du Soleil.

D’Alembert dit qu’on pourrait employer, pour calculer ces séries, la méthode
des coefficients indéterminés. C'est ce qui a été fait plus tard par Laplace et
Damoiseau. Le lecteur pourra consulter avec fruit, pour la méthode de d’Alem-
bert et pour les anciennes théories de la Lune, la These de A. Gautier : Sur
quelques points des théories de la Lune et des Planétes; Paris, 1817.

Nous croyons utile, en terminant ce Chapitre, de citer quelques passages
d’un Mémoire de Clairaut contenant des réflexions sur le probléme des trois corps
avec les équations differentielles qui expriment les conditions de ce probléme (Jour-
nal des Savants, aout 1759). Clairaut fait voir que I’établissement des équations
différentielles n’offre pas de difficulté, et il en déduit les intégrales premieres
que l'on connait; mais il lui parait impossible d’aller plus loin : « Intégre
maintenant qui pourra. »

« J'ai trouvé, » ajoute-t-il, « les équations que je viens de donner dés les
premiers temps que j’ai envisagé le probleme des trois corps, mais je n’ai jamais
fait que peu d’efforts pour les résoudre, parce qu’elles m’ont toujours paru peu
traitables. Peut-étre promettront-elles plus a d’autres. Pour moi, je les ai
promptement abandonnées pour employer la méthode d’approximation.... »
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CHAPITRE V.

PREMIERE THEORIE DE LA LUNE, D’EULER.

30. L’Ouvrage d’Euler a pour titre : Theoria motus Lune exhibens omnes ejus
inequalitates; il a paru en 1753 et se termine par un Additamentum étendu,
qui est plus simple et plus élégant que le reste, et dont nous parlerons seule-
ment.

Soient x, y, 3, r, p, v, A les coordonnées rectangulaires, la distance de la
Lune & la Terre, sa projection sur I’écliptique, enfin la longitude et la latitude
de la Lune; 7 et ¢ le rayon vecteur et la longitude du Soleil, A la distance de
la Lune au Soleil, M la somme des masses de la Terre et de la Lune, M’ la
masse du Soleil (ces masses étant supposées multipliées par le facteur f); les
équations («”) de la page g2 de notre tome I donnent

dp de* dv dp dv __
awPa=P ermEtiga=T
oul’ona
P =X cosv + Ysing, T=—Xsinv+ Ycosy,*
z'—x .1:')

x
x:—Mr—' +M,<T——m ’

Ay — ¥

p
=rcosi = —,
F ’ cosA’

on en conclut, en posant v — ¢' = v, = longitude C — longitude ©,

a? dv? cos?A —r'cosn  cosm
m'f'—f’ﬁ-‘-":—“—pa——”’(p 7y o )
div dp dv r'

| T\ .
oG+ 2% 4 =T =W (5 = ) sinn
T. — 1. 9
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On a

(1) M' = n'?a’, dw = n'dt,

en désignant par w I’anomalie moyenne du Soleil. Si I’on prend  pour variable
indépendante, les équations différentielles précédentes deviennent

dy dodv (1 AP
t Pdut " "o da = ° (E*ﬁ)s"‘"’
ar d*v » M cos?) , — r'cosn  cosm
(II) d—mp’ -—Pd_w’:;—a;M—' o —a’(P A -+ 0 )'

On a d’ailleurs

/L aprcosn
A= \/cos’l -+ apr'cosm.

31. Euler n’introduit pas la troisieme coordonnée 3, mais la longitude 6 du
nceud ascendant et I'inclinaison Z de I’orbite de la Lune, relativement a I’éclip-

Fig. 5.
L
/I/
o N 3 Q

tique. Si I'on se reporte aux formules (A) de notre Tome I, page 433, on pourra
écrire

\ sini‘-’—o—y’[— 2% _ Wrsinv

d— M /1t !

(2) i W ona
XM \/—_l—e’ cosv;

v est la distance de la Lune & son nceud ascendant; W a pour expression (t. I,
P- 466)

' I 1
W =23, (F - ;fi)’
ol 3, représente la distance du Soleil au plan de I’orbite de la Lune; on a (fig. 5)

%1 — _ sinP8 = — sinisin(¢' — 6);
r

il en résulte donc

dd M _na (1 LY o sin(o' — 6) si
=M y——/l——_e’ — rsin(v'— 6)sinv,
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On a d’ailleurs, par le théoreme des aires,

é’ % = na*y/1—e?cosi,
et il en résulte

of
pt‘ﬁ"ﬁ_—_-—M’(' ! )rcosisin(v’—e)sinu,

A

ou bien, en remplacant M’ et r par n'?a’® ct copﬂ et introduisant dw au lieu
de dt,

di a* (r 1 cosisin(v'— 0) sinv_
do — “dv \& " 7 cosA
P do

Mais le triangle sphérique rectangle LQN donne

cosv =cos (v — 9) cosi et cosi = cotvtang(v — 9),

d’on
cosisin(¢'— f)sinv

=sin(¢ — 6) sin(¢'—9).

cosi
11 vient ainsi
df a®* (r 1 . .,
(1I1) To =" W(’A—’_ﬁ) sin(¢ — 8)sin(v'— 6).
P dw

Enfin les formules (2) donnent

di cos?
. gi-—m_decotv_dew—ng(—u;_—ar)a
d’olr
. db
(IV) dlogtangz_ m°

Euler trouve directement les formules (III) et (IV) qui supposent déja, comme
on voit, la variation des constantes arbitraires 0 et ¢; il détermine ensuite cosA
par la relation

tangA = tangisin(v — 9),
qui lui donne, en négligeant *,

cos?A —=1— % tang?i + étang’icosm (v —0).

4

32. Nous voulons seulement donner une idée de la théorie d’Euler; pour at-
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teindre ce but, nous pourrons supposer { = o et, par suite, p = r. Posons, pour
abréger,

wfr LI
a T sinn =N,

a* M — r'cosm  cosm A
@) Fw+a,'<p A? + )=ﬁ+%y
_M ..
A = W(l )
les équations (I) et (1I) donneront
diy dr dv
Tt T de dp =
drr dv? A
ot a7
On en déduit aisément
d [ .dv\ __ s av
d—('-) <l‘d—w—;) = — 23dr Tw’
d dv* dr? 2A dr dvy dr
d—w(”m +d—m’) == 35—2<m'¢76 +"°%)’
et ensuite
dy?
0 M
r,dv’ drs 2A+ D)
do' " dw' ’
ol I’on a posé
@_—fim.r'i‘idw,
dw

(5)
Les formules (4) donnent
(6)

et, en combinant les équations (3) et (6), il vient

d®
-‘m =—Nr m,

(7
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La premiére des formules (4) donne

2
Z:, =2®%n*=Mp, &= xz]’)’

d’olr

% _ M _dp

do — 2n" da’
et, en vertu de la premiere équation (7),
) dp _ an'dry\p dp _aTryp,

do — a7 ’

deo — T’ dt — m

dp
cette expression de -~ dt

mules (B), t. I, p. 434.

revient a celle qui résulte de la premiere des for-

33. On a ensuite, en partant de la deuxieme équation (4) et de I’expression
connue de la vitesse dans le mouvement elliptique,

2A 2M 1 (dr sdv\ _ M 1
Frar=im o= n(mram) =w(G-E)

M d _ M da

, —_—
an't de — 2n"a dw’

29 =—
ou bien, en remplacant —= R par sa valeur (7),

da _  an*a .‘)IL\/Q‘!‘ 2aA  a¢®
do = T( ""%V’Q'"T_F)’

ou encore, en ayant égard aux valeurs ci-dessus de € et de 9,

da _  an'a .‘)IL\/;_'_% 2 1 a(t—e?)
do — T r-a )

dw VM rt
ou, i cause de la relation ,1 = if;@if,
1 8 .
VI da __ an'a <mbﬁ+%eslnw )
dw VM ! vp

On a ensuite
p=a(1—e?),
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de . dp
2ae 4~ =(1—e )I’—d—w-

dp L oo
En remplacant = par sa valeur (V) et réduisant, il vient

' "o
(VID) £t \/— 3Tb( ]—)> —- n&%sinw.
dco \/M e \a r VM

On en tire sans peine, en désignant par u ’anomalie excentrique,

ﬁ [S sinw + T(cosu + cosw)],

ce qui est d’accord (') avec I'expression (A) de ‘% (t. I, p. 433).
On remarquera qu’Euler a obtenu les formules précédentes en supposant que
les intégrales premieres

AV dr? dy? 1
ra =P gE+ e —M( a)

conviennent également au mouvement elliptique et au mouvement troublé,
pourvu que, dans ce dernier cas, on consideére a et p comme des variables.

34. Soit = la longitude du périgée; on a

P

w=yv —®, re=—-—_>r .
1+ ecos(v — oy)

En formant I'expression de dans le mouvement elliptique et dans le mou-

vement troublé et écrivant que les deux valeurs sont égales, on trouve

Esinwr’du rdp — | esinw dv @ swde
3 &t =pdt ™ p dt —di) %)
d’ou, en réduisant et introduisant dw,
dp

ersinwdm = r cosw de
do ~ dw dw

Remplacons et & T par leurs valeurs (V) et (VII), et il viendra, aprés ré-

(") Ici S ne comprend plus I'attraction terrestre.
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duction,

esmwd—:" ‘/p,%smwcosw—mb[ cosw(c —-E)]i
e Qa .r

ou, a 'aide d’une transformation facile,

(VIID) d_w %/-_\/l—;’ [.‘)‘Gcosw—-.‘)lt (x—i—%)Sinw].

On en tire aussi

e@ :‘—@ |_—Scosw+T <x+ C)sinw],
dt /M P

ce qui est d’accord avec I'expression (A) de ‘;—T (t. 1, p. 433).

On voit donc qu’Euler faisait varier les éléments elliptiques et qu’il avait
trouvé les formules exprimant leurs dérivées a 'aide des composantes de la
force perturbatrice. 11 a développé ces mémes formules d’une fagon encore plus
claire dans son Mémoire intitulé : Nouvelle méthode de déterminer les derange-
ments dans le mouvement des corps célestes causés par leur action mutuelle (Me-
motres de I’ Académie des Sciences de Berlin pour 1766).

35. Développements de I et .. — On a

A*=r24 r'*— arr' cosy,

_3
1 1 ar rr\ ?
A’ .,. 11— FCOSTI -+ ;7; )

I 3r 3r
A3 = ;i meosn + m(3+5cosnn)+....

En substituant dans les expressions (3) de o et de o, on trouve aisément

sinn + 5sin3
_ﬂ__u)

31
M= a* (sr“ 8r't

1+ 3 cosa2n 43€08M + 5 cos3n
S I Th ~ +... ).
ar 8r

o =—a' (r

On peut maintenant remplacer dans ces formules r et r par

!/

P P
1+ ecosw 1+ ¢ cosw
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ce qui donnera

nl 3p (1+¢€ cosw')? . 3p* (1+¢€ cosw')t . .
, — s\ £ . - - 7 —_—
) M= a [2p” 1+ ecosw SN+ gp™ 1+ ecosw)? ¢ smn+5sm3n)+...],
_ | P (1+e'cosw) 3p* (1+€ cosw')t ]
N =—a [_’P" T ecosw (1+3cosan) + 8p" (1T ecosw)’ (3cosn+5cos3n)+...|.

On aura ensuite

dv _ Y

a= —g—'(n ~+ e cosw)?,

d’oui, en désignant par p, la valeur moyenne de p et posant

(9) P=pPo(1+5), ‘@!:i
n'p;
(10) m%:<1—25+1§5’)(1+e005w)';

§ est une petite quantité dont on a négligé le cube dans le développement de

3
3 ' . ;
(+E)4m== (%)' differe trés peu du rapport du moyen mouvement du

Soleil & celui de la Lune.
On fera aussi

(11) ﬂ:\o,

pl
et v sera une petite quantité (453 environ).

Substituons les valeurs de o, ot et p, dans (V), et nous trouverons, en né-
3

gligeant § dans les termes qui contiennent v en facteur et en remplagant %;
par 1 + 3¢? dans certains termes et par 1 dans d’autres,

dE % /' ’ / H
o=—m [3(1+£) (14 3€'?) (1+ €' cosw')d (1 + e cosw)~?sinan

+ gv (1+ e cosw')* (1+ ecosw)?(sinn + 5sin3n) +.. .],

d’ol1, en développant, négligeant 2, ¢*, ¢'* et remplacant les produits de sinus
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et de cosinus par des sommes,

1 dE 3 v 9.n) . .
'—';E_—3(1+;e+2e sin2m + 3esin(2m — w) + 3esin(2n + w)

e . e .
- 9Tsm(am —w') — 9—2-sm(2n + w')

et . et .
—_— [.—sm(zn—zw)—g—,—sm(an-i-zw)
a4
e'r . e't .
—-9—4—sm(zn—zw’)——gTsm(zn+3w’)
ee' . ee’ .
+9—5—-sm(2n+w—w’)+%—sm(zn—w-a-w’)

ee' . ee' .
+ !—’—n—sm(zn—w—-w’) -+ 9Tsm(:wz+w-i—w')

— .'.ggsinz'n+ '—Sgesin(mn —w) + '—25£esin(z~n + w)
— ['—[?Esin(zn —w')— [l[flie'sin(zn + ')

3v . 15v .
— 7 sinn — = sin37.

36. Euler se propose ensuite de déterminer d’abord les inégalités de la Lune
qui sont indépendantes de I'inclinaison de son orbite, de I’excentricité ¢’ du
Soleil et du facteur v (celles qui contiennent en facteur v, v?, ... sont dési-
gnées sous le nom d’inégalités parallactiques). 1l faut donc faire, dans ce qui
précede,

' n
e'=o, v=o, p=po(1+¢&), Lo _ 1.
VM
Les formules se simplifient et deviennent
I — 3 (1) sin2y
= b 1+ eccosw’
1 1+ 3cos2y
Mo =— P+ 0o’
dv _ 1 3 15, .
do _;(l—;£+ 8 E)(l—i—ecosw) )
dn _do _
do —dw "
& $  sinan
de 3m(1+8) (1+ ecosw)?’
de _ -l-m(l--I-E)% _ 3sinan _ (e+zcosw+ecos’w)+—l+3c°s“ i
de ™ 2 (1+ecosw)? T eciosw MW
de _ 1t 2 [ 3sinansinw 1+ 3cosan
®do— 3™ +8 [(l + ecosw)’(‘3 Hecosw) + s cosn]-

T. — III. 10
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En développant suivant les puissances de e et de &, on pourra écrire

‘- d—E—mZA, sin(2n + jw),
(A) %:szi,,sin(zin+/'w),
de

€ dn = mz C;,jcos(2in + jw);

d .
F:; = —';2- 2 D;cosiw,
dn __dv
(B) % — dw ’
( dw _dv ds
do ~ do ~ dv’
Dans les formules (A), les quantités A;, B, ; et C; ; sont des polynomes en-

tiers en e et §; I'indice ¢ est égal 2 0 ou & 1. Les coefficients D, sont de la méme
nature que A;, B, ; et C, ;.

Euler integre les équations précédentes par des appro:umatlons successives,
en employant la méthode des coefficients indéterminés. Il suppose d’abord

E=o et e—=const. = g.

Les formules (A) et (B) donnent, dans cette hypothese,

dy
%=l+ao+a|cosw+...,
C) -Z—:)—':ao+a,cos¢v+...,
dw .
o= Bo+ By cosw +'B, cos(2n — w) + Bycos(2n + w)+...,
d.
(D) d,i = mz A sin(2n + jw),
de

(D" (—i“—):mZB}" sin(2in +jw),

ou les coefficients a«;, 8;, A}, B{” sont des fonctions connues de g et de m.
Pour I'approximation suivante, Euler suppose

(E) §= b cos2n +vhcos(2n — w) + S cos(2n +w) +....

En différentiant par rapporta w et remplacant et — pm leurs valeurs (C),

on trouve une expression que I’on peut developper suwant les cosinus des mul-
tiples des arguments 7 et w; elle devra étre identique 3 (D). On trouvera, en les
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identifiant, des relations qui détermineront les coefficients &, v, € en fonction
de g et de m.
SiI’on pose de méme

e=g+ Acos(2n— w) + Bcos(2n + w) + Ccosw
(E") + Dcosan +Ecos(2n—2w)+ Fcos(2n + 2w) + Gcosaw
+ Hcos4n +Jcos(4n—2aw)+Kcos(4n+2w) +...,

s < . , dn , dw
et que l'on différentie, on trouvera, en remplagant = et —= par leurs va-
. de . . . . . , ,
leurs (C), une expression de == qui devra étre identique & (D); on en deé-
duira les expressions des coefficients A, B, ... en fonction de g et de m.
Euler se borne ensuite a

§=dbcosan,

e=g + Acos(2n —w) + Bcos(2n +w) + Ccosw,
d’ou

L. cos(2n — w) Bcos(z-n-;-w) Cc05w
e gi g! g! *

R I-

En portant ces valeurs de &, de e et de i dans I'expression (A) de %g, on trou-
vera une expression de la forme

dw _
Zi% :2 E; jcos(2in + jw),

ot les coefficients E; ; seront connus. Les relations (B) donneront d’ailleurs les
dv dn diw
4’ d ' do”

On recommencera les calculs en prenant pour point de départ les expressions
(E)et (E') de & et de e. L’agencement des calculs demanderait a étre précisé
et développé. Euler a fait de cette fagon une série d’approximations numeriques.
Le coefficient final de » dans @ est tres important, puisqu’il donne le mouve-
ment moyen du périgée; Euler a emprunté sa valeur a I'observation, parce que
sa détermination directe suppose que tous les autres coefficients soient con-
nus tres exactement. Sa méthode présente un inconvénient assez grave, tenant
aux petits diviseurs g, g*, g°, ... qui s’introduisent par le développement

I
de --
e

Il convient enfin de remarquer que les arguments finaux v et w ne sont pas
proportionnels au temps, ce qui constitue un autre inconvénient.

développements de
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CHAPITRE VL

DEUXIEME THEORIE DE LA LUNE, I'EULER.

37. Cette seconde théorie est développée dans un gros volume publié en
1772 sous le titre : Theoria Motuum Lunce nova methodo pertractata... incredibili
studio atque indefesso labore trium Academicorum J.-A. Euler, W.-L. Krafft,
J.-A. Lexell; opus dirigente Leonhardo Eulero.

Nous croyons intéresser le lecteur en reproduisant le commencement de la
Préface d’Euler :

« Quoties jam quadraginta abhinc annis theoriam Lunz evolvere ejusque
motum ex principiis gravitationis receptis definire sum conatus, tot semper ac
tante difficultates se obtulerunt, ut labores meos et ulteriores investigationes
abrumpere sum coactus. A principiis enim mechanicis tota quastio statim ad
ternas zquationes differentiales secundi gradus reducitur, quas non solum
nullo modo integrare licet, sed etiam adproximationes, quibus utique in hoc ge-
nere est acquiescendum, maximis obstaculis impediebantur, ita, ut nullo modo
perspicerem, quemadmodum hac investigatio ex sola theoria, non tam absolvi,
quam tantum aliquatenus ad usum accommodari posset. Principio quidem plu-
rimum desudavi, ut memoratas illas 2quationes differentiales ad integrationem
perducerem; continuo autem magis magisque intellexi, omnes labores hujus
generis inutiliter insumtum iri; neque etiam hujusmodi integrationes admo-
dum sunt desiderande; facile enim intelligitur, formulas integrales maxime
futuras esse prolixas et intricatas, ita, ut inde nullus plane fructus in usum As-
tronomiz expectari posset. ... »

Il y a la, au sujet de I'intégration rigoureuse des équations différentielles
du probleme des trois corps, une opinion d’Euler qui demandait a étre repro-
duite, et qui coincide, du reste, avec celle que Clairaut avait émise antérieure-
ment (p. 64 de ce Volume).
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Etablissons d’abord les équations différentielles qui servent de point de
départ.

Prenons pour origine la Terre T, pour plan des xy le plan de I’écliptique
supposé fixe. Soient ,, y,, 5o, I = V&2 + y2 + 52 les coordonnées de la Lune L,
x',y,0, r'=yx'*+y? celles du Soleil S, A la distance SL, m’ la masse du
Soleil, m, la somme des masses de la Terre et de la Lune. On aura, pour déter-
miner le mouvement de la Lune, trois équations différentielles

...................................

Euler prend pour variable indépendante I’anomalie moyenne {’ du Soleil et
pour unité de distance le demi grand axe @' de I'orbite du Soleil, ce qui donne

d{' = n'dt, n'*a'* = n'* = f(m'+ m,),
fmg=vn', fm'=pn",

m' _omy
(1) »= m ’ V= — ’
“+ m, m' + m,

pt+v=1;
soit en outre ¢ la longitude géocentrique du Soleil, de fagon que'
z'=r'cose, y'=r'sing.

Les équations différentielles pourront s’écrire

- dx, v.r., . r'cosg —.ry €089
e + Al — e )?
dt 0 r'sing — sin
() 2+ = (P "’?>
d*s v3
ZCT: + —° = PA;.’

A= (xy— r' c0s9)*+ (yo— r'sing)*+ 3}

38. Euler introduit deux axes mobiles tournant d’'un mouvement uniforme
autour du point T dans le plan de I’écliptique et les coordonnées X et Y de la
Lune par rapport a ces axes. On aura donc

2
(3) zy= X cos! —Ysinl, Yo = Xsinl+ Y cos/, 3,=1, Z—t;l-zo.

On en tire sans peine

a*X dl dY di diy
W;_ad_c’w—xdt_": cosl C” +smld§,,a
d*Y dl dX dne da*y,

Y—...= sml + cosl —=2

& T T AT @ &
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d’ol, en remplacant dt.’” ‘2:7," par leurs valeurs (2) et posant

) ¢ =180+ — ¢,
a*X dl dY di vX X + r'cos cos
sW"’WTr‘XW+?+“( =) =
;o .
(5) dayY dl dX Ydl’ vY+ (Y—r siny smu{;)z ,

Al + o
d*Z  vI pl
TR E
r* =X+ Y*4- 7%,

| A= r'? X2+ Y2+ 22+ 27" (X cosy — Y sing).

=0,

('d?“d—c'@— Tt

(6)

Euler prend I'angle / égal a la longitude moyenne de la Lune, de sorte que
I’axe mobile TX passe constamment par la position moyenne de notre satellite;

d;l' sera donc égal au rapport des moyens mouvements sidéraux de la Lune et
du Soleil, 13,3689. ... On fait ainsi

n—n'
n'

(7) —;i—;l—,=m+|, m=12,3689 =

”

39. Les rapports i—(,, ;,ré, sont petits, au plus égaux a Z:—oo On peut déve-

I s \ . .
lopper 4 en une série trés convergente suivant les puissances des rapports en

question; on trouve, en négligeant seulement les quantités du troisieme ordre,

1 _1_ Xcosq.o Ysind
AT ri
2 — 5<intd — 72 1
35cos,? lx_.__S_osml&:a IY,_§I+H_|5smn};cosq;XY.
2 r 2 r ar r

Si I'on porte cette valeur de & et aussi I'expression (7) de dans les

équations (5), on trouve qu’elles devnennent

aX ay X 3 costy —
o—_—.FK,—’—2(m+|)d—c,—(m+x)’X+3‘—7—1.:.XLSI_,:;:——l
siny cos 5cos?y — 3 cos 5sin*y cosy — cos
(a) +3p Y——q' ¥ ,#X g pr t ,#Y’ ¥ ,ﬁ' ¥
3 cosq; 5cos’4:smqa—sm¢

— -y.Z‘ — 3uXY

r't
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et
0=Z%+2(m+1)%—(m+1)'Y+vr—¥+3pX——smq:ﬁos¢
(b) _pydsintv—r 3 y,Scostysing —sing 3 y,Ssin'y—3sing
r's 2 r' 2 r'*
3 siny 5sin?*{ cosy — cos¢

+ 3 rZt -+ 3puXY 7 ,

d*Z vl Z X cosy — Y sin
(€) o= S+ B —3uz "’r“ Y.

40. Soit /" la longitude moyenne du Soleil, son anomalie moyenne est{’;
nous la supposerons, comme Euler, comptée a partir de ’apogée. ¢ étant la
longitude vraie du Soleil, on aura

, . 5 14
o=1U—ae sin{+ Ze" sinaf’ +....

On néglige ¢'?, et I'on pose

n =1 — I'=1longit. moy. € — longit. moy. ®;

il en résulte
¢=1—n—2a¢€'sinl,

d’ou, en ayant égard a la relation (4),

¢ =180°+ 0 + 2¢€'siny’,

puis
(8) . . .
siny — — sinn — 2¢’sin¢ cosn,
Yy
cosy = — cosn + 2¢€'sint’ siny,

On a ensuite, avec la méme précision,

1
— =1 —4e' cosy’;

I
N - ! J—
r'.=1+ ¢ cost, — = 1— 3¢ cosl/, =

r

il faut substituer, dans les équations (a), (b), (c), les développements précédents
de siny, cosy, 7/, et il convient de transformer en méme temps les puissances
et produits de cosinus en cosinus de multiples des deux arguments 7 et {'. C'est
’objet du Chapitre VIII de la Théorie d’Euler. Nous ne donnerons que le résultat
qui concerne I'équation (a), et nous ferons en méme temps avec Euler p = 1.
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On trouve alors

X dY X
o= gn —2m+1) —(m+n'X+ "73_
—§X(|+3c052~n)+ gYsinan

— gX’(3cos~n +5cos3n) + _—‘j:XY(sinn + 5sin37n)

— gY'(cosn — 5co083n) + SZ’ cosm

+ %e'x [2 cost’+ 7cos(an—¢') —cos(2n +¢')]
(a")

— %e’Y[y sin(2n —{') —sin(2n +{')]

+ ge’X’[g cos(n — ') +25cos(3n —¢')+ 3 cos(n+¢')—5cos(3n+1T')]

— ie’XY [3sin(n —¢&') +25sin(3n — ') +sin(n + &) — 5sin(3n + )]

4

+ ge'Y' [3cos(n—¢')—25cos(3n —¢') + cos(n + &) +-5cos(3n+ &)

- ge’Z' [3cos(n—{¢') +cos(n +¢')].

41. La distance moyenne de la Terre au Soleil ayant été prise pour unité, la

distance moyenne de la Terre a la Lune, que nous représenterons par a, sera

o . o I . ’e
une petite fraction voisine de ios’ Il convient de remarquer que, la Lune s’écar-

tant assez peu de sa position moyenne, les coordonnées X, Y et Z différeront
assez peu de a, o et 0. On pourra donc faire

(9) X=a(1+ ), Y=ay, Z=as,
et les nouvelles variables x, y, s resteront constamment assez petites. On aura

Lo eyt

73

Il convient de poser

(IO) ;:l

et de se faire Immédiatement une idée de ’ordre de grandeur de A. On a

nta® ={m,, n'* = f(m'+ m,),
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2
m, n .
V=—F ==\ a?
m —+ m, n

d’olr
et, par suite,

On aura ensuite

vX 2 2 :_%
—y =da(t+x)[(1+ x)+ y*+52] .

On pourra développer cette expression suivant les puissances de x, y et 5. En
substituant dans (a’) le développement précédent, ainsi que les expressions (9)
et supprimant le facteur a, il viendra

*x dy . . 3 3
7 -—2(m+|)ac—, +h—mi—am—— ——~cosan

art

o=

(a”)

3 3 3 .
—.c(m’+ 2am -~ +al> — 5 Fcosan+ — ysinaxn

On a'posé
X=a(+x);

on déterminera a de fagon que x n’ait pas de partie constante. Or on verra plus
tard que = sera donné par une série de cosinus et y par une série de sinus, de

. 3 .
sorte que, en substituant dans (a”), le terme constant A — m* — 2m — =, qui

est seul de son espece ('), devra nécessairement s’annuler, ce qui donne

A
] . v)?
7«_—_(m+|)’+;, puis a:(-) .
Euler prend
m +1 =13,368¢903 ..., A =179,328928....

au lieu de 179,227 567 qui résulterait de sa formule.

Nous allons écrire completement les trois équations différentielles que I'on
déduit de (a), (b), (¢) pour déterminer x, y, .

(1) 11 pourra y avoir d'autres termes semblables, mais trés pelils, provenant des termes suivants,
qui contiennent x?, x3, ..., de sorle que la différence A — m*— am — % devra étre trés petite aussi;

les termes correctifs modifieront, comme on le verra plus tard, les mouvements du périgée et du
nceud.
T. — 1L 8
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_dx dy 3 3 3.
0= g _2(m+l)¢7§’7 —3hr — 5 €0s2n — — & cosan + —ysinan
+37Lx’—§)\(y’+ 3) — 4rxt+ 6hx (yP+ s?)
—ga(3cosn+5cos3n)+ %e’[zcos§’+7cos(zn—§')—cos(z~n+t’)]

(A) {
+ %e’z [2cost’ + 7 cos(2n — ') — cos(2n + )]

— %e’y[7sin(2n—t’) —sin(2n +¢"))]

d*y de 3 . 3 . 3
o=‘F,z +2(m+|)d—;, + 5 sin2n + - rsin2n + ;) cosan
— Bhay + Aoty — D0y (yi+ )

(B) + ga(sin-n—|-5sin3n) — %e'[7 sin(2n — %) —sin(2n 4+ Z')]

— %e’x[7 sin(2n —%') —sin(2n + §')]

+ %e’y[z cosg’— 7cos(3n —¢') + cos(2m +§')]

t .
(C) o= gc—,'; + (A+1)5—3Axs+ 6dxds — g)\z(y’+ 33) —3e'scosf +....

Nous n’avons pas reproduit tous les termes donnés par Euler; ceux que nous
avons conservés suffiront amplement pour les explications qu’il nous reste a
donner.

42. 11 est aisé de voir que x se composera d’une suite de cosinus et y d’une
suite de sinus. On peut vérifier tout au moins que, en supposant qu’il en soit
ainsi, il n’y aura que des cosinus dans le second membre de I’équation (A) et
des sinus dans (B). Euler considere a part les trois premiers termes des équa-
tions (A) et (B) et il suppose que I’on ait trouvé des valeurs approchées des
termes complémentaires, de sorte que les équations en question puissent
s’écrire

dir dy _
i a(m —+ l)g;—,— 3)\x_—2 M cos€,
Z!T‘,Z—i-az(m—l—l);;—; :—EM’sinQ,
(11) Ly
ZT" +(A+1)s :—Z M’sin L,
ou
dQ2

1
oy - st — ¢ p— 2 .
L == const. =¢, h=(m—+1)2+ 3
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Il cherche les valeurs de x et y sous la forme
(12) 1:2 N cos®, y.:z N’sin .

En substituant ces expressions dans les équations (11) et égalant a zéro les
coefficients de cosQ et de sin(Q, il trouve

(c*+32A)N+2(m+1)cN' =M,
a(m—+1)cN +c*N' =M,

d’ol, en tenant compte de la valeur de A,

?
SN 2m:_|M’—M y 2171:—1M_c —;—’37\M,
(13) T Th—2—c - A—a—c! ’
’ ‘J’:%—sz

Ces formules tomberaient en défaut si I'on avait

c—=o ou c=VA—a;

elles donneront seulement de grandes valeurs pour N et N’, si la quantité c est
seulement voisine de o ou de yA — 2.
Euler ne tient pas compte des intégrales générales des équations (11) dans

lesquelles on supprime les seconds membres. Ces intégrales sont, comme on le
trouve aisément,

. m+1 c . ' ,
b z=—2— B+2(m+l)(Csmat D cosal’),
y =A + B¢+ Ccosaf’' + Dsinel’,
en faisant

o= (m-i—l)’—g:\/)\—n,

et désignant par A, B, C et D quatre constantes arbitraires.  ne devant pas
contenir de partie constante, on doit avoir B =o.
On voit que les expressions précédentes de x et de y introduiront I’argument

3 / nt : 3 n't
y ! ?2___ ’ —_— _— —_— .
ef'=n't \/(m+ 1) N n't i nt \/; 7 7 -+ const.;

c’est 'anomalie moyenne de la Lune.

N
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De méme, I’équation différentielle (C) pourra se mettre sous la forme

d‘

T +(A+1) ~—-—ZM” sin L,
qui a pour intégrale

M’"sinQ

=EcosyA+1¢ + E’sm\/l+1§’+2_—7__—l

L'argument yA + 1§’ -+ const., qui s’introduitici, est’argument u de la latitude
de la Lune.
Nous remarquerons que I’on a

3 nt 3 /3 n®
! ! 2 - ! —_— - — - —
V)\+1t_nt\/(m+l)+2_nt n,,+2_ntv:+2n,+consl.
On peut déja en conclure que le périgée est animé d’'un mouvement direct

égal a ne (n - \/I -3 "—,) et le nceud d’'un mouvement rétrograde égal a

nt ( -\ + ~ > La connaissance exacte des mouvements moyens du pé-

rigée et du noeud depend des termes complémentaires dans la partie constante
de I'équation (a”).

On comprend ainsi qu'il y aura & considérer quatre arguments fondamen-
taux :

n et ¥, qui figurent déja directement dans les équations différentielles, puis
I'anomalie moyenne de la Lune et I'argument moyen « de la latitude.

43. Euler suppose maintenant que les quantités x, y, z peuvent se dévelop- -
per en séries convergentes de la forme

2=0+4+eP+e'Q+eR+aS+ aeT + €' U+ ee'F +ete'V
+ae'W + X + 2eY + *e?Z,
(15) y=0'+eP' +e'Q + R + aS + aeT' + e'U' + ee' F'+ ere’' V'
+ae' W+ X'+ teY' + i*e?Z/,

5 == ip 4 leq + le*r + ie's + i*t + iav,

ol 'on désigne par e et i des constantes absolues qui sont les valeurs moyennes
de I'excentricité et de l'inclinaison de ’orbite lunaire; O, P, ..., 0, P/, ...,
Ps s --. sont des fonctions des quatre arguments dont on a parlé, lesquels sont
de la forme a + 3¢. 1l substitue les équations (15) dans les équations diffé-
rentielles (A), (B), (C), et égale a zéro les coefficients des diverses puissances
et produits des quantités e, 7, €, a.
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Il trouve ainsi d’abord, en égalant a zéro les termes indépendants des quan-
tités précédentes,

‘;C—.g—z(m—J—l) v —37&0-——(!4—0)0092’{)
+ gO’sin2n+3).<O’—§O”> 0 +.. =0,
(16) drQ’ do ’
i 4—2(m+1)d,, + = (r+0)sm2~n
+;O’coszn—3)\00’+67\0'0’+...:o.

En égalant a zéro les coefficients de e, il obtient

. d*P

g 2(m+|)-——31P

dC’
+P <— l:' cosan + 610 —12A02+ 6).0”)

+P’( %sinan—310’+m)«00'>+ ....... =o,
(17) {
ap’

dc,,+n(m+

dp
')dcl
+P (% sin2n — 320"+ 12100’)

+ P(g cosan — 330 + 610=—§zo'*) +.. .=o.

On voit que les équations (16) ne contiennent que les deux fonctions incon-
nues O et O’. Les équations (17) renferment O et O’ et, en outre, les deux fonc-
tions inconnues P et P'.

En somme, pour x et y, il forme vingt-six équations différentielles en consi-
dérant les coefficients des quantités

o, e e e e, ee, eet a, ae, ac'; 3, e, ety
pour 3z, il en forme cinq en considérant les coefficients des quantités
i, le, le*, e, 3

soit en tout trente et une équations différentielles du second ordre.

44. Plus de 450 pages de I’'Ouvrage sont consacrées a I’intégration des trente
et une équations différentielles dont nous venons de parler. Les coefficients
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des divers sinus et cosinus, dans les intégrales, sont des fonctions de m dont
on ne détermine pas les expressions algébriques, mais que I’on calcule numé-
riquement. Chacun de ces calculs numériques s’appuie sur les précédents, de
sorte que I’exactitude doit diminuer assez rapidement, au fur et 3 mesure que
I'on avance.

Donnons quelques détails sur I'intégration des équations (16). O et O’ étant
petits, on peut prendre d’abord :

a0 do’ 3

T —2(m+l)d—c,—37\0—;cosan_o,
d’0’+ m )d() 3 . _
i 2(m +1 i +>sinan =o.

C’est la forme (11) avec

m=—2 w=3 e—ay, 2%

=gy —2=em

Euler applique les formules (13) et trouve des valeurs approchées de O et O,

O =Ncosan, O'=N'sina2n,

qu’il substitue dans les termes négligés d’abord dans les équations (16), ce qui
sin[' sin

engendre des termes en cos O oo

On applique de nouveau les formules (13), et I'on trouve

O =N,+ N;cos2n+ N,cos4n,

0'= N/ sin2an + N, sin4n.

On calcule immédiatement les quatre quantités

— gcoszn + 640 — 1220+ 610",

..................................

qui figurent comme coefficients de P et P’ dans les équations (17) que I’on peut
maintenant chercher a intégrer.

Sans introduire directement 'anomalie moyenne { par I'intégration méme,
comme nous ’avons indiqué page 83, Euler suppose que les expressions de P
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et P’ sont de la forme

P =B cos{+ y,cos(2n— &) +d.cos(2n +{)
+ 74 €0s(4n — &) +dycos(4n +§)+...,

P'=@'sin{ + y, sin(2n —§) + &, sin(2n + )
+ 7, sin(4n —¢) -+ &, sin(4n +¥{) +..

P et P’ ne contiennent que sin{ et cos{, comme cela doit étre, puisque P et P’
ne sont accompagnés que du facteur e.

Euler emprunte aux observations la valeur numérique de la quantité %, ce

qui revient a dire qu’il ne cherche pas a trouver I’expression théorique du mou-
vement de I'apogée, mais qu’il accepte des astronomes sa valeur numérique.
Des lors, il est facile de comprendre comment on peut intégrer les équa-
tions (17) par des approximations successives, en négligeant d’abord les termes
les moins importants.

Il en est de méme pour I'argument « de la latitude; la dérivee 22 dC’ est lirée

de I’observation; il en est de méme, par suite, du mouvement du nceud. Euler
arrive finalement, pour z, y, 5, a des expressions de la forme

£ .
s ayw S10
(18) y= QA " (al+a't+a"n +a%u),

ou v, v, v" sont des entiers positifs et a, a’, a” des entiers positifs ou négatifs;
seulement il n’a jamais supposé v’ > 1; autrement dit, il a négligé le carré de
I'excentricité de 'orbite du Soleil.

Nous croyons devoir présenter ici une remarque importante d’ou il résulte
que la méthode adoptée par Euler ne pourrait pas fournir les éléments d'une
théorie rlgoureuse Les recherches ultérieures ont montré, en effet, que, dans
les expressions (18), si I'on fait

£ =Db¥ =+ const., u=Dh'{+ const.,

les coefficients b et b’ peuvent se développer en séries convergentes procédant
suivant les puissances de m, e*, ¢’? el i*. Par conséquent, on ne peut pas, comme
I’a fait Euler dans les formules (15), développer x, v, z en séries convergentes
suivant les puissances de e, ¢ et ¢/, ou du moins les coefticients P, Q, R, ...,
P, Q, R, ..., ou au moins quelques-uns d’entre eux, cesseront d’étre des
fonctions périodiques et contiendront {' en dehors des signes sinus et cosinus.
Par exemple le terme eP devra contenir une partie telle que e < He?{'?; donc,
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au lieu d’avoir dans « le terme ¢°R, il faudrait prendre e*(R + H{'?). Au sur-
plus, le calcul précédent semble bien lui-méme se charger de fournir ces par-
ties génantes, car nous avons déja trouvé dans les formules (14) un terme en {';
il en aménerait d’autres en {'* dans les équations suivantes. Euler n’a pas ren-
contré cet inconvénient parce qu’il ne s’est jamais préoccupé des intégrales
générales de ses équations différentielles, mais seulement des solutions parti-
culiéres.

Néanmoins I'idée d’Euler de partager les inégalités en divers ordres, de
calculer d’abord completement celles du premier, d’en déduire celles du
deuxieme, etc., est une idée heureuse, permettant de séparer le probleme en

plusieurs autres, et elle a été recommandée encore dans ces derniers temps par
MM. Adams et Hill.
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CHAPITRE VII.

LAPLACE, DAMOISEAU ET PLANA.

Théorie de Laplace. — Cette théorie peut étre considérée comme le déve-
loppement de celles de Clairaut et de d’Alembert; mais la méthode est singu-
litrement perfectionnée; les calculs s’enchainent d’une fagon systématique.
Toutes les inégalités du second et du troisieme ordre sont obtenucs et méme
quelques-unes du quatrieme; les Tables qui résument la théorie représentent
les positions de la Lune 2 moins d’une demi-minute d’arc prés. Dans le cours
de ses recherches, Laplace a fait plusieurs découvertes fondamentales dont
nous parlerons en temps utile.

45. Equations différentielles et fonction des forces. — On prend pour
origine des coordonnées le centre de gravité de la Terre, pour plan des zy le
plan de I’écliptique de 1750; soient x, y, 5 les coordonnées rectangulaires de
la Lune et r son rayon vecteur. On introduit, au lieu de x, y, s, les variables
u, v et s, définies par les formules

de sorte que ¢ est la longitude dans le plan des xy, u I'inverse de la projec-
tion du rayon vecteur sur ce plan et s la tangente de la latitude de la Lune au-
dessus du méme plan. Sil’on prend ¢ pour variable indépendante et que I’on
désigne par Q la fonction des forces et par 4 une constante, on aura (t. I, p.go)

<d’u )(l—i—l c)Qdu) 1 0Qdu 1 9Q s 09

an Y ) de u? R dv dv W du Rta ds

dv?
(d’s )( 2 02 dv 1 09 ds s 0R 1450
(n A )

7 AL i Ml Wi dv dv Rade Rat o %
dv

hu? 1+ 2 %2 dv.‘
ht) ov ud

T. — 1iL 12

dt =
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Si ’on suppose les unités choisies de fagon que la constante f de I’attraction
soit égale & 1 et qu’il en soit de méme de la somme des masses de la Terre et
de la Lune, on aura

Q=

1 x4 yy' 4+ 35\
+m (K —_ —]"3 >

Vi+s?

', y', 5’ ¥, m' sont les coordonnées, le rayon vecteur et la masse du Soleil,
A sa distance a la Lune. On a (t. II, p. 250)

| 1/ r r? r3
K:;;(l—i—l’,;,+P,7;+P;;,—a+...>,
3 1 5 3
P, -- cosb, P,= ;cos’6~— R P,= 25cos‘0— ;cos&, cey

)

.rl "+ ss!
cosl = — ;’—’,

la série qui représente iZ est tres convergente parce que le rapport ,—r, est petit

.. I . . . , oty .
et voisin de G0 Soient, pour le Soleil, &, ¢ el s’ les quantités analogues a u, ¢

et s. On aura
,_ cos¢’ ,__siny' a8 L i+

x = ’ -yl = ) =—, r'= f—
d Y w' 74 w'

cos(v-—v ) +ss

(2) cosf—= ————~—

. I
L'expression de z donne
zx'+yy'+ 33 1 r /3 r* (5
1 zEyy ey ==5+-5 <-cos'6 — '—) ~+ —n(—cos’9—§c0s9> +
r r 2 2 r 2 2

En remplacant cos0 par sa valeur (2), négligeant s'*, convertissant les puis-
sances de cos(v — ¢') en cosinus des multiples de v — ¢’ et substituant dans
I’expression de £, on trouve sans peine

u I l

Vizs G

";ua“[3(l—48’)008(v—v ) + 5 cos (3¢ — 3¢')]

Q=

[1-+3cos(ayv—av')—as?]

(3) {

ua
—+ 3m’7‘;ss'cos(v— o)

. ’ a ’ ’ . ’ ’ ! . . .
On a laissé de coté, dans I'expression précédente, le terme '7",— qui n’intervient
pas dans les dérivées partielles de Q.
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Le déplacement de I'écliptique est tres faible et tres lent; s'il était nul, on
aurait constamment s'= o. Laplace avait cru démontrer que la supposition de
s'= o n’entraine aucune modification appréciable dans les coordonnées de la
Lune; nous verrons dans le Chapitre suivant que cela n’est pas tout a fait exact.
Le premier terme de Q répond au mouvement elliptique; le second, qui con-

tient en facteur —» fournit les inégalités les plus sensibles de la Lune; le troi-
sieme, qui est multlplié par u_3’ fournit ce que I’on nomme les inégalites paral-

. a
lactiques, parce que, comme on verra, elles contiennent en facteur le rapport —
a

des moyennes distances de la Lune et du Soleil a la Terre et peuvent servir a
déterminer la parallaxe du Soleil.

w's . R . . ..
Les termes en -+ jouent un role trés peu important, et nous pouvons ici les
laisser de coté sans inconvénient.

46. Bornons-nous, pour le moment, &

u m'u'?

QZV——T 4"’ [l+300§(29—2"’)—29’]
1 $

Q 9Q Q . . .
Si nous formons g ?)p et %—s, et si nous les portons dans les équations (1),

les deux premiéres deviendront

d*u 1 m'
d’+u Iz’(l—!—s’)»%_‘- 2kt u3 [l+3cos(2p_2v)]
(4)
3 s du 3m' /d? s
- 2;:1; uls dv ~—sin (20 —a¢')-- /:': (Tvl: + H)f%sin(nv—zv’)dvzo,
d? 3 1,3
EJ; +8 4+ Zl, :“S[I+COS(2(’—2(')1

5
) _3m' u't ds y Im' [ ds W, ,
k@ dp ) — g s f?ﬁs"‘(”—”)d"m-

Si I'on suppose m’= o, on obtient le mouvement elliptique de la Lune, et les

équations précédentes deviennent

d’¢+g__0 d’u+u__ 1
1 B dvt - ., .3
dv dy B (1 s1)

La premiere donne, en désignant par vy et 6 deux constantes arbitraires,

(6) s==ysin(¢—49),
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et, en portant dans la seconde, il vient

d*u 1
—_— = .

dv* R[1 4+ 7 sin*(¢ — 6)]

»je

Cette équation est satisfaite, comme on s’en assure aisément, en donnant a «

Vi + y¥sint(¢ —§)

la valeur AT I'intégrale générale est donc

V1+ s+ ecos(v — @)
(1 +¢%) ’

(7) u=
en désignant par e et @ deux nouvelles constantes arbitraires.

On peut remarquer que les formules du mouvement elliptique sont ici un
peu compliquées, parce que la projection de l'orbite sur le plan des zy n’a pas
pour foyer le point T.

Cherchons la signification géométrique de v, 0, e et ; 0 est la longitude du
neceud, car, pour v =0, la formule (6) donne s = o et, par suite, 5 = o. Faisons
une figure sphérique ayant pour centre le centre de la Terre; soit L une posi-

Fig. 6.
. L
I
o N QH P Y

tion quelconque de la Lune, abaissons I’arc de grand cercle LP perpendiculaire
sur zy (fig. 6). Le triangle sphérique rectangle NPL donne

tang PL = sinNP tang PNL

ou bien
s=sin(¢ — 9) tangPNL.

En comparant ce résultat a 'équation (6), on voit que
y - tangPNL = tangente de I'inclinaison.

Le méme triangle donne

cosPL sinNP = sinNL cos PNL,
cosPL cosNP == cosNL
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ou bien, en faisant N + NL = ¢,,

® sin(v —0) _sin(ea—0)  cos(e—6) _ oo g

1+ s Vi g Vi st

On a ensuite, en ayant égard a (7),

,__\/|+.9’_ L1+ y*)
-« cos (v — ) cos(® ~ )+ sin(s — 8) sin(w — 0)

I+ e =

Vs

ou encore, en vertu des relations (8),

,— 7 L2 (14 y%) B
1+e [cos(uo_ f)cos(m — b) + snn(cro—_é) sin(@ — 0)]
R A

Soient ©, = #N + NII la longitude du périgée dans I'orbite, a et ¢, le demi
grand axe et ’excentricité; on a, comme on sait,

_ a(1—e})
T 14 eycos(v,— &)’

la comparaison de ces deux expressions de r nous donne

a(i—e}) = (1+y%),

€, CoSw, == ¢ [cosecos(m —6)— s'“_esM] ,

i
. . cosfsin(m — 6)
e, sinw,—:¢e|sinfcos(®w —hH) + —— |»
s, sindeostm — )+ SR
d’ou .
e, cos(w,—09) = ecos(w — 6), e, sin(mo—e):w-
. \/1—5-72
eo:e\/n-e—-/icosz(fa—O)’
I+'/‘
tang(w — 9)
tang(w — 0 = —
(9) g(wo ) i
. R+t
- l_e,n—e—y’cosf(m—e)
142

La seconde de ces formules montre que si I'on méne I'arc de grand cercle ITH

perpendiculaire sur I'orbite de la Lune, on auraxH = @ et cosIIH = %"
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En négligeant les termes du quatrieme ordre, on aurait
RO+ y)=a(1-—e), h*=a(1—y*—e?).

47. Le mouvement rapide des nceuds et du périgée s’oppose a ce que les for-
mules (6) et (7) puissent étre considérées comme formant une premiere ap-
proximation servant de point de départ aux suivantes. Laplace prend, en dési-
gnant par c et g des constantes voisines de I'unité,

‘ s = ysin(gv —9),

(10) i+ st+ecos(cv — @)
[v= RG+y

Il est facile de voir la signification de g et c. On peut écrire, en effet,
s—_—ysin{v— [0+ (1—g)v] t,
et si I’on se reporte au triangle sphérique NLP de la fig. 6, on voit que I'on a

longitude du nceud =6 + (1— g)v;
longitude du périgée —® + (1— c) ¢.

On voit donc que les mouvements du périgée et du nceud sont représentés
respectivement par (1 —c)v et (1 — g)v.

Les formules (10) représentent un mouvement qui correspond a I’attraction
de la Terre et a une certaine force perturbatrice ('), et c’est ce mouvement fictif
qui sert de point de départ pour calculer le mouvement réel, en substituant
les expressions (10) dans les équations (1). Les nombres indéterminés ¢, g et
quelques autres coefficients, que nous verrons bientot apparaitre, se déterminent,
dans le cours du calcul, par des équations de condition, de maniere & satisfaire
aux équations (1). Mais nous commencerons l'intégration en faisant d’abord
abstraction de I'action du Soleil, comme dans le cas du mouvement elliptique.

Il faut d’abord exprimer ¢ en fonction de ¢; la troisieme des formules (1)
donne, pour le mouvement elliptique,

dv

dt = - —.;
hutr’

nous mettrons pour « la valeur (10) et nous trouverons, en négligeant y*,
(rr1) = ”(—';_W [l -+ -;-'y’-i- ecos(cv — &) — 27’ cos(agy — 26)],

Z_::_h'[1+ Z(e’-&— y?) —2ecos(cv — @) + ge’cos(zcv— 2% )+ %y’cos(agv — 29)],

(1) Pour, pour l'interprétation géométrique de cetle transformation, une étude de M. Radau Sur la
théorie des orbites ( Bulletin astronomique, aoat 1892).




LAPLACE, DAMOISEAU ET PLANA. 95

d’ou, en intégrant,

2hde
c

t:const.+h‘(|+§e’+§y’>v— sin(cy — @)
hde?

b4e

+

. h'y!
sin(2¢cv — 2w) + Ts sin(2gv — 20).
-4

Les coefticients de cette intégrale sont un peu modifiés par I’action du Soleil.
Dans I'hypothese elliptique, le coefficient de ¢ dans cette expression est égal a
1 3 .

- =a?, ce qui donne

: 3
Iz’(n +§e’+ i7’+...> =a?,
2 2

1
(12) h-—=a? (: — ;Ee’— iy’ + des termes du 4° ordre en e et y).

En portant cette valeur de 4 dans la formule (11), elle devient

(13) u= ?lz [l + e*+ 7'.7’4— e(1+et)cos(cyv —w) — Z'.y’cos(zgu-—ae)];

on a négligé seulement le quatricme ordre. L’expression trouvée pour ¢ donne,

— & . . .« . . , 3.
en appelant — la constante arbitraire, divisant par le coefficient de ¢ et négli-
geant les termes en ¢* et ey?,

2e . 3et . yr .
14 nt4+g=v¢v———sin(cv —®) + — sin(2¢cy — 2®) + —sin(agv — 26).
(14) 2 sin(ev —®) + 7= sin( ) + 15 Sin(age —120)
On aura de méme pour le Soleil, en faisant y' = o,
(15) n't+e’=u'—-ae’sin(c’v’—m’)+%e”sin(nc'v'—zw’),

(16) u’:.:al,[|+c”+ e cos(c'v'—w')];

le coefficient ¢’ est d’ailleurs extrémement voisin de 1. L’origine du temps est
arbitraire; on peut supposer ¢ = o, et, en faisant

=m,

SIS

(17)
on trouvera, par I’élimination de ¢ entre les équations (14) et (15)
(18) o'—ae'sin(c'v'—w') + ge” sin(ac'v' — 2%') = mv + ¢ — 2amesin(cv — w).

On n’a pas écrit dans le second membre les termes en me® et my?* parce
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que ces termes sont du troisieme ordre ¢t que cet ordre a été négligé dans
le premier membre; on a remplacé, pour la méme raison, -'-Z—e par me. On
tire de la formule (18), par des approximations successives ou par la formule
de Lagrange,

v'=mo+ ¢ +2¢€'sin(c'my + ¢’ —w') - 2mesin(cv — B)

5 .
+ -[;e" sin(2¢'my + ac'e' — aw').

On peut supprimer ¢ en convenant d’écrire plus tard mv + ¢’ au lieu de mo.
On aura ensuite a substituer dans I’équation (16)

e'cos(c'v'—wm') =¢€'cos[¢'me —w + 2ac’e’ sin(c' mv — w')]
¢ [cos(c'mv —w')— 2c'e sin?(c' mv — w')]
= e’ cos(c'my - ') —c'*+ et cos(2¢' mv — aw').

11 vient ainsi

1 . . 5 .
\ ¢ = my + 2¢€'sin(c’'mv — ') — 2mesin(cv — ) + ; €'*sin(2¢’ mv — 2w’),
4

(19)
l

1
u'= ?[I + e'cos(c'my —w') + ¢'? cos(2¢'my — 2w@')].

Les perturbations apporteront 4 ces expressions de ¢' et «’' des corrections
v’ et 8u’, mais le terme my restera le méme; dans la formule (17), » doit dési-
gner l'inverse du coefficient de v dans I’expression de ¢, apres tous les calculs.

48. Il faut maintenant substituer dans les équations (4) et (5), ou du moins
dans les termes multipliés par m’, les expressions (13) et (19) de u, ¢’ et u'.
On voit que, dans I’hypothese elliptique, la partie constante de u serait

(20) ;-lz(l-i-e’—l-L%‘/’+Ae‘+Be’7’+Cy‘+...);

I’action du Soleil altere cette partie constante de u, mais, a étant arbitraire,
nous pouvons continuer a la représenter par la méme expression (20), ce qui
fixera nettement la définition de a. Seulement, » ayant été déterminé de fagon

. . o0 o1
que le coefficient de ¢ dans I'expression de ¢ soit égal a —, on n’aura plus la

relation n?aq®=1. On avait, dans le mouvement elliptique, d’apres la rela-
tion (12) ou la troisieme des formules (9),

hRr=a(i—e'—y*+ Aet+Blety+- 0yt +...);

cette relation n’aura plus lieu aprés les perturbations, a ayant été déterminé
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d’une autre maniere ; mais nous pourrons calculer une quantité a, par I’équa-
tion

(21) M=a(1—e'—y*+ Alet +...), /z:\/;,(l—%e’—-:;y’—i—...),

a, étant une constante qui, sans l'action du Soleil, coinciderait avec a. Nous
ferons ensuite

m'a® R
(22) 7 =n'ta’ =mi;
sans les perturbations, on aurait
3 ! 2 * 1
a’ = ;’-’ my=— "—2 = m?-,

Cela posé, si nous considérons les diverses parties de I’équation (4), nous
trouverons d’abord

(23) m' W't m? (a'u')*
2h* ¥ T aa (1—e*— ) (au)’
3
(2%) (a’u’)’=1+-2-e”+ 3e' cos(c'my — w') + ge” cos(2¢'my —2w'),

(au)*=1— 3 |e*+ —[.'-7’+ e(1+e*)cos(cy —®) — %7’ cos(2g¢ —29)

+ 6]er+ Z:y’+ e(1+e?)cos(cy —w) — ?:y’cos(agv—ze)

3
—10|e*+ %y’+e(|+e’)cos(cv—m)— %y'cos(zgv—z@ﬂ ,

d’ot1, en apportant autant de précision que possible dans le calcul du terme
constant, pour une raison qui sera indiquée plus loin, et dans celui du coeffi-
cient de cos (cv — ), parce que le coefficient de ¢ dans I'argument est voisin
de 1 et que le terme en question grandira par 'intégration,

(au)3=1—3e'— %y’—- Je(1+ e?) cos(co — @)
2
+6 [% +2e (e’+ %7’) cos(cv — m)] —10eée*cos?(ev — @),

ou bien, en exprimant cos®(cv — @) au moyen de cos(cv — @) et de cos(3cv— 3®)
T. — 1L 13
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et ne retenant que la premiere partie,

(23) (au)":|—%-/’—3<|—%:f’—7’)ecos(cc'—m).

Les formules (23), (24) et (25) donnent ensuite

! 3 2 .

gf’ %; = zm—a"(r+e’+-,’) <l + ge”> [u — %7’—— 3<|— ie*—y’)ecos)cu—m)-l,
Lkl IS DS S

2h u 2uy | Ty

3 (l + Loty §e”>ecos(cv—w)].
2 2

En multipliant cette expression par
3cos(2¢ —a¢’) =3 cos(2¢ —2mv) —6mecos(2¢ —a2me —cy +®) +...,
et ne retenant que la partie principale de cos(2¢ — 2me), et dans le produit
cos(2¢ — 2me) cos(cy --- 63)
que le terme en cos(2v — 2my -- cv + @), parce que le coefficient de ¢ dans
son argument est voisin de 1, on trouvera

3m' u'? 3m?
26 bis) — — 2¢—ao¢ )= —*
( ) a2h? u? cos( ) 2

3+4m
[cos(a ¢—2me)-- 4
ay | 2

1

ecos(2¢—2 mv—cc’+m)] .
Dans le terme

—sin(2¢ —a2¢’
ah? wd dy ( ).

du . , .
on pourra remplacer «, «', ==, sin(2¢ —2¢") respectivement par

ec . .
P LR ?I-sm(rv—m). sin(2¢ — ame),
ce qui donnera

Im' W' du , o — m?! ) .
~ 7w Wsm(ac —a2¢) =+ ;;Tcesm(c( —w)sin(2¢ — amy)
(27)
/ 3m?
- Ta ecos(2¢ —amy —cv + ®);
4a,

on a laissé de coté le terme en cos(2¢v — 2mv +cv — @).

Enfin, dans la derniere partic du premier membre de I'équation (4), on
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pourra prendre
dru I , I
U= - w = —

dv? a a
sin(2v —a¢') =sin(2¢v — 2mv) — 2mesin(2¢ — 2mv — cv + &),
1
o= a‘'[1 — 4ecos(cv —m)],

ce qui donnera
Im' (d*u ta? i b
— T\ + u ‘/?sm('n —av')dy
2
_:—%fsin(zv—zv’)[l——ﬁecos(cv—m)]dr
3mi
=— f[sm(zv—-anu)-—-2e(l+m)sm(zv—zmv—w—i—w)] dav,

d’ou, en intégrant ct remplacant le diviseur 2 — 2m — ¢ par 1 — 2m,

( Im’ (d*u N “u't in( "y
— === +u —sin(2¢ — 2¢") dv
h* \dv? wt
<

| _ 3mifcos(2v—2me) 2(1+m)
a, 2—a2m 1—2m

(28)

ecos(2¢ —amy —cy + m)].

Il ne reste plus a considérer que le terme

I I ! l_§s!_+_
__—:;!-__7)—3. 3 I I

At (1 + s)
qui, en faisant
s=ysin(gv —0) + 0s,

et tenant compte de la valeur (21) de A2, donnera

(29) ————l—.:—i[n+e’+_‘/ A *cos(2gv —20)--3ysin(g v—6)6s]

h'(l-{—s’); %

Si ’on réunit maintenant les développements (26), (20 bis), (27), (28)
et (29), on trouve que I'équation (4) devient

ﬂ+ — L (1+er+ mi 1+ et —+—é )
a0t u a I €+47 +‘2_a—| + < / ¢’

3m? a—m
2a, 1—m

'(2+e’+3e”)ecos(cv—m)+ cos(2v — amy)

3m
hay
_3mi5am

2a;, 1 —2m

(A) {

3
ecos(2¢v—2my —cv +®) — T4 7t cos(agv —20)
4,

+ 3 ysin(gy —0)ds=o.
a,
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et ne retenant que la premiere partie,

X , 3. . CL
) (K7 27 :l—-;'/‘— i'll—-"'—’/‘ CCNS LV — %
_. 2

Les formules (23 .. «23)et« 25) donnent ensuite

m u?l m? . 3. .. ' N <
—_— —_ =t - 1 — - r— = — N fe— - At PN N —
W wt T 2a, I 2 Ve 2 ¢
coomut  omi L .3,
n — = t—e'— - T3 — -2t St R A —
2h* W 24 ‘l }' 2 2 b *
En multipliant cette expression par
JCNS 2V — 2v = 3008 20— 2ME — AMZCHE 2V — 2 — (v — & —

et ne retenant que la partie principale de cos 2v — 2me . et dans |- praduit

COS I — I OSSOy - B

que le terme en ¢osi 2¢ — 2mv — v — & v, parce que le coethicient de ¢ dans
son arzument est voisin de 1. on trouvera

... 3m u? im? 3—31m
Ml T _cos rv— = feos o mom - T sl dv—rmn —ov—x |
YA u* Yo, >

3m o out d.

—_—— e RPN Y4 — Y

1 ' [N -
- — — SN Y — ) SV e — 2T
2 3 o
oe qui dennera
. s N
dn onddu . . REan . .
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