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1 複素数
問題 1.1

(1) i+ (1− i) = 1, i− (1− i) = −1 + 2i, i(1− i) = 1 + i,
1− i

i
=

1

i
− 1 = −1− i

(2) (8 + 3i) + (9 + 2i) = 17 + 5i, (8 + 3i)− (9 + 2i) = −1 + i, (8 + 3i)(9 + 2i) = 66 + 43i,
9 + 2i

8 + 3i
=

(9 + 2i)(8− 3i)

(8 + 3i)(8− 3i)
=

78

73
− 11

73
i

(3) (2−i)+(2+i) = 4, (2−i)−(2+i) = −2i, (2−i)(2+i) = 5,
2 + i

2− i
=

(2 + i)(2 + i)

(2− i)(2 + i)
=

3

5
+
4

5
i

問題 1.2

(1)

∣∣∣∣− 1√
2
+

1√
2
i

∣∣∣∣ = 1 (2)
∣∣√3 + i

∣∣ = 2 (3)
∣∣−3−

√
3i
∣∣ = 2

√
3

-4 -2 0 2 4

-4

-2

2

4

(1) (2)

(3)

1.2

虚軸(Im)

実軸(Re)

問題 1.3

|z1 + z2|2 = (z1+z2)(z1 + z2) = (z1+z2)(z1+z2) = z1z1+(z1z2+z1z2)+z2z2 = |z1|2+2Re(z1z2)+|z2|2 ≤
|z1|2 + 2 |z1z2|+ |z2|2 = |z1|2 + 2 |z1| |z2|+ |z2|2 = (|z1|+ |z2|)2. (∵ 2Re z = z + z, |z| ≥ Re z)

問題 1.4

|z1 − z2|2 = (z1−z2)(z1 − z2) = (z1−z2)(z1−z2) = z1z1−(z1z2+z1z2)+z2z2 = |z1|2−2Re(z1z2)+|z2|2 ≥
|z1|2 − 2 |z1z2|+ |z2|2 = |z1|2 − 2 |z1| |z2|+ |z2|2 = (|z1| − |z2|)2.

問題 1.5

z = x+iyとすると z−2iz = x−iy−2i(x+iy) = x+2y−i(2x+y) = 1+iよりx+2y = 1, −(2x+y) = 1

だから x = −1, y = 1.

問題 1.6

(1) |z| = 2, θ = tan−1

√
3

1
=

π

3
より z = 2

(
1

2
+

√
3

2
i

)
＝ 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
.
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(2) |z| = 1

2
, θ = −π

6
より，偏角の指定範囲に合わせて 2πを加えて z =

1

2

(
cos

11π

6
+ i sin

11π

6

)
.

(3) |z| =
√
3

2
, θ = πより z =

√
3

2
cosπ.

(4) 展開すると z = 2 + 2
√
3i. |z| = 4, θ =

π

3
より z = 4

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
.

(5) 分母を有利化すると (1− i)2

(1 + i)(1− i)
= −i. |z| = 1, θ = −π

2
より，偏角の指定範囲に合わせて 2πを

加えて z =

(
cos

3π

2
+ i sin

3π

2

)
= i sin

3π

2
.

2 複素平面
問題 2.1 ※次の zを a+ ibの形式で求めよ.

(1) w =

(√
3

4
− i

4

)
とおくと |w| = 1

2
, θ = −π

6
より，w =

1

2

(√
3

2
− 1

2
i

)
=

1

2

{
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)}
.

よって z = w25 =

[
1

2

{
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)}]25
=

1

225

{
cos

(
−25π

6

)
+ i sin

(
−25π

6

)}
=

1

225

{
cos
(
−π

6
− 4π

)
+ i sin

(
−π

6
− 4π

)}
=

1

225

(√
3

2
− 1

2
i

)
=

1

226
(√

3− i
)
.

(2) w =

(
−1

8
+

√
3

8
i

)
とおくと |w| = 1

4
, θ = −2π

3
より，w =

1

4

(
−1

2
+

√
3

2
i

)
=

1

4

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
.

よってz = w16 =

{
1

4

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)}16

=
1

416

(
cos

32π

3
+ i sin

32π

3

)
=

1

232

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
=

1

232

(
−1

2
+

√
3

2
i

)
=

1

233
(
−1 +

√
3i
)
.

問題 2.2 ※次の zを a+ ibの形式で求めよ.

(1) 問題 2.1(1)の結果を使って z =
√
w = w

1
2 =

[
1

2

{
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)}]1/2
=

1√
2

{
cos
(
− π

12

)
+ i sin

(
− π

12

)}
=

1√
2

{
1 +

√
3

2
√
2

+
1−

√
3

2
√
2

i

}
=

1

4

{(
1 +

√
3
)
+
(
1−

√
3
)
i
}
.

(2) 問題2.2(2)の結果を使ってz = 4
√
w = w

1
4 =

{
1

4

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)}1/4

=
1
4
√
4

(
cos

2π

12
+ i sin

2π

12

)
=

1√
2

(√
3

2
+

1

2
i

)
=

√
2

4

(√
3 + i

)
.

問題 2.3

　例題 2.2と同様に，z = 1 + i =
√
2
{
cos
(π
4

)
+ i sin

(π
4

)}
より r3 =

√
2, 3θ =

π

4
+ 2kπ =

π + 8kπ

4
.

偏角の範囲は−π < θ ≤ πだから k = −1, 0, 1として θ =
−7π

12
,
π

12
,
3π

4
とする。以上から

3
√
z = 6

√
2

(
cos

−7 + 8n

12
π + i sin

−7 + 8n

12
π

)
, n = 0, 1, 2．

(
θ :

−7π

12
,
π

12
,
3π

4

)
. 図:問題 2.3に位置を

示す.

問題 2.4

z = −2
√
3−2i = 4

(
−
√
3

2
− 1

2
i

)
= 4

{
cos

(
7π

6
+ 2nπ

)
+ i sin

(
7π

6
+ 2nπ

)}
, r4 = 4, 4θ =

7π + 12nπ

6
.
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4
√
4 =

√
2より， 4

√
z =

√
2

(
cos

7 + 12n

24
π + i sin

7 + 12n

24
π

)
, n = 0, 1, 2, 3．

(
θ :

7π

24
,
19π

24
,
31π

24
,
43π

24

)
.

図:問題 2.4に位置を示す.
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問題 2.5

z = 1 + i, z = −1 + iを焦点として，両焦点からの距離が 4となる楕円上の点が範囲．楕円の長軸上両
端の点は 2 + i, −2 + i，短軸上両端の点は

(
1 +

√
3
)
i,
(
1−

√
3
)
i．図:問題 2.5に楕円を示す.

問題 2.6

図:問題 2.6に示す x軸に平行な帯状の範囲で，y = 2, y = −2は含まない．

–2 –1 1 2

–1

1

2

3

0

2.5

虚軸(Im)

実軸(Re)

–2 –1 1 2

–2

–1

1

2

0

2.6

虚軸(Im)

実軸(Re)

問題 2.7

両辺を 2乗すると (z−1)(z − 1) = 4(z+2)(z + 2)より整理すると，zz+3z+3z+5 = (z+3)(z+3)−4 =

|z + 3|2 − 4 = 0．よって |z + 3| = 2となるから図:問題 2.7に示す中心−3で半径 2の円周上の点．

問題 2.8

z6 + 3x3 − 4 = (z3 + 4)(z3 − 1) = 0より z3 = −4, z3 = 1．それぞれの 3乗根を求める．

z = 3
√
4

(
cos

π + 2nπ

3
+ i sin

π + 2nπ

3

)
, n = 0, 1, 2,なお |z| ≒ 1.59, θ =

π

3
, π,

5π

3
,

z = cos
2nπ

3
+ i sin

2nπ

3
, n = 0, 1, 2,なお |z| = 1, θ = 0,

2π

3
,
4π

3
. 解の位置を図:問題 2.8に示す。
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3 複素関数
問題 3.1

w =
i(x+ iy) + 1

(x+ iy)− 2i
=

−x+ i(x2 + y2 − 3y + s)

x2 + (y − 2)2
, u(x, y) =

−x

x2 + (y − 2)2
,

v(x, y) =
x2 + y2 − 3y + s

x2 + (y − 2)2
，v(x, y)に iをつけないこと．

問題 3.2

w = (x+ iy)2 = x2 − y2 + 2xyi = u+ ivに y = 1を代入すると u = x2 − 1, v = 2xより x =
v

2
なので

u =
v2

4
− 1. 図:問題 3.2の破線は z平面上の実軸に平行な直線 y = 1を，実線はw平面の関数wによる

写像を示し，実軸に対して上下対称な放物線で点 (u, v) = (−1, 0), (0, 2), (0,−2)を通る．

問題 3.3

w = (x+ iy)2 = z2 = x2 − y2 + 2xyi = u+ ivに x2 − y2 = 1を代入すると u = 1, v = 2xy. 図:問題 3.3

で破線の双曲線は z平面上の x2 − y2 = 1を，実線は w平面の写像 u = 1一定を示し，実軸に平行な直
線．
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0
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1
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3.3

x
2–y

2=1

u=1

x
2–y

2=1

問題 3.4

w = x2 − y2 +2xyi = u+ ivに 2xy = 3を代入すると u = x2 − y2, v = 3. 図:問題 3.4の破線は z平面上
の曲線 2xy = 3，実線は w平面上の写像 v = 3一定で u軸に平行な直線．

問題 3.5

z =
1

w
を |z − 1|2 = 1に代入すると |z − 1|2 = (z−1)(z − 1) =

(
1

w
− 1

)(
1

w
− 1

)
=

(1− w)

w

(1− w)

w
=

1よりw+w = 1.ここでw = u+ iv，w = u− ivを代入すればw+w = u+ iv + u− iv = 2u = 1より

4



u =
1

2
．図:問題 3.5の破線は z平面上の円 |z − 1| = 1，実線はw平面上の写像 u =

1

2
一定で v軸に平行

な直線．
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問題 3.6

例題 3.3の答えから z =
w + 1

w − 2
. |z|2 = 1に代入すると |w + 1|2 = |w − 2|2より，(w+1)(w+1)− (w−

2)(w− 2) = 3w+3w− 3 = 0.ここでw = u+ iv，w = u− ivを代入すれば 2u = 1より u =
1

2
. 図:問題

3.6の破線は z平面上の円 |z| = 1，実線は w平面上の写像 u =
1

2
一定で v軸に平行な直線．
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—
 

—
 z =1 

問題 3.7

式 (3.2)に値を代入すると w − i

w − 0
· 1− 0

1− i
=

z − 0

z − 1
· i− 1

i− 0
より 1− i

w
=

2z

z − 1
. よって w = i

1− z

z + 1
.

問題 3.8

式 (3.2)の左辺第2項をw3で割り値を代入すると
w − w1

w2 − w1
·w2/w3 − 1

w/w3 − 1
=

w

i
，式 (3.2)の右辺は z + 2

z − 2

2i− 2

2i+ 2
=

i
z + 2

z − 2
なので，w = −z + 2

z − 2
.

問題 3.9

w =
az + b

cz + d
を z について解くと z =

dw − b

−cw + a
．ここで (3.1)式と同様に係数の関係を求めると da −

(−b)(−c) = ad− bc ̸= 0なので，(3.1)式と同じなので逆変換も 1次変換．
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4 指数・三角関数
問題 4.1

(1) e1−πi = e · e−πi = e {cos(−π) + i sin(−π)} = −e.

(2) cos
(π
2
− i
)
= cos

π

2
cos i+ sin

π

2
sin i = 0 + 1 · e

i·i − e−i·i

2i
=

1

i

e−1 − e

2
= i

e− e−1

2
= i sinh 1.

問題 4.2

(1) 指数部に z = x+ iyを代入すると (1−πi)z = (1−πi)(x+ iy) = (x+πy)+ i(−πx+ y)より，w =

e(x+πy)+i(−πx+y) = ex+πyei(−πx+y) = ex+πy cos(−πx+y)+iex+πy sin(−πx+y) .
(
注：e(1−πi)z ̸= e(1−πi)ez

)
(2) sin(z + 1) =

ei(z+1) − e−i(z+1)

2i
=

ei(x+iy+1) − e−i(x+iy+1)

2i
=

e−y+i(x+1) − ey−i(x+1)

2i

=
e−y cos(x+ 1) + ie−y sin(x+ 1)− ey cos(x+ 1) + iey sin(x+ 1)

2i

=
e−y − ey

2i
cos(x+ 1) +

ie−y + iey

2i
sin(x+ 1) = sin(x+ 1) cosh y + i cos(x+ 1) sinh y.

(3) sinh(iz) =
ei(x+iy) − e−i(x+iy)

2
=

e−yeix − eye−ix

2
=

e−y (cosx+ i sinx)

2
− ey (cosx− i sinx)

2
=

− cosx
ey − e−y

2
+ i sinx

e−y + ey

2
= − cosx sinh y + i sinx cosh y.

問題 4.3

(1) cos z =
eiz + e−iz

2
= 0，eizをかけて e2iz + 1 = 0より e2iz = −1 = ei(π+2nπ). よって z =

π

2
+ nπ

（n：整数，以下同じ）

(2) cos z =
eiz + e−iz

2
= 2i，2eizをかけて e2iz−4ieiz+1 = 0より eiz =

4i±
√
−16− 4

2
= i · (2±

√
5).

2±
√
5を elog( )形式に変換したときに log内部が負とならないように，±符号が正のときは i(

√
5 + 2)，

負のときは−i(
√
5 − 2)とする.また±i = e(±π/2+2nπ)iなので eiz = e(±π/2+2nπ)i · ei·{−i log(

√
5±2)}より，

z = ±π

2
+ 2nπ − i log(

√
5± 2) （複号同順）.

(3) cos z =
eiz + e−iz

2
= a，2eiz をかけて e2iz − 2aeiz + 1 = 0より，a > 1なので eiz = a±

√
a2 − 1.

両辺の対数をとると iz = log(a±
√
a2 − 1) + 2nπi ．よって z = −i log(a±

√
a2 − 1) + 2nπ

(4) sin z =
eiz − e−iz

2i
=

e3 + e−3

2
，2ieizをかけて e2iz − i(e3+e−3)eiz − 1 =

(
eiz − ie−3

) (
eiz − ie3

)
=

0, eiz = ie±3 = ei(π/2+2nπ)e±3より z =
(π
2
+ 2nπ

)
± 3i

問題 4.4

|cos z|2 = cos zcos z, z = x+iyとおくと cos z = cos(x+iy) = cosx cos(iy)−sinx sin(iy) = cosx cosh y−
i sinx sinh y，cos z = cosx cosh y + i sinx sinh y．cos zcos z = cos2 x cosh2 y + (1 − cos2 x) sinh2 y =

cos2 x(cosh2 y − sinh2 y) + sinh2 y = cos2 x+ sinh2 y

問題 4.5

sin z =
eiz − e−iz

2i
=

e−iz − eiz

−2i
=

−e−iz + eiz

2i
= sin z

問題 4.6

cos z =
eiz + e−iz

2
=

1

2
(eix−y + e−ix+y) =

1

2
{e−y(cosx+ i sinx)+

6



ey(cosx− i sinx)} =
1

2
cosx(e−y + ey) +

i

2
sinx(e−y − ey) = cosx cosh y − i sinx sinh y．

sin z =
eiz − e−iz

2i
=

1

2i
(eix−y − e−ix+y) =

1

2i
{e−y(cosx+ i sinx)−

ey(cosx− i sinx)} = − i

2
cosx(e−y − ey) +

1

2
sinx(e−y + ey) = sinx cosh y + i cosx sinh y．

5 双曲線・対数・べき関数
問題 5.1

(1) log e1+i = log
(
e1ei

)
= log e1 + log ei = 1 + i+ 2nπi = 1 + (1 + 2nπ)i.

(2) 式 (5.4)から 21+i = e(1+i) log 2.式 (5.2) log z = log |z| + iarg z に z = 2を代入して実数の対数
関数を ln で表すと，log 2 = ln 2 + i(2nπ)．よって 21+i = e(1+i)(ln 2+2nπi) = eln 2−2nπei(ln 2+2nπ) =

2e−2nπ {cos(ln 2 + 2nπ)+ i sin(ln 2 + 2nπ)} = 2e−2nπ {cos(ln 2) + i sin(ln 2)}.

(3) (1 + i)i = ei log(1+i) = ei log{
√
2e(π/4+2nπ)i} = ei{ln

√
2+(π/4+2nπ)i} = e−(π/4+2nπ)eiln

√
2

= e−(π/4+2nπ)
{
cos(ln

√
2) + i sin(ln

√
2)
}
.

(4) cosh
(
2− π

2
i
)
=

1

2

{
e2−(π/2)i + e−2+(π/2)i

}
=

1

2

{
e2e−(π/2)i + e−2e(π/2)i

}
=

1

2

{
e2(−i) + e−2(i)

}
= i

−e2 + e−2

2
= −i sinh 2.

問題 5.2

(1) log(z + 2) = log |z + 2|+ i {Arg (z + 2) + 2nπ} = ln
√

(x+ 2)2 + y2

+ i

(
tan−1 y

x+ 2
+ 2nπ

)
=

1

2
ln
{
(x+ 2)2 + y2

}
+ i

(
tan−1 y

x+ 2
+ 2nπ

)
.

(2) sinh(iz) = sinh(ix− y) =
1

2

(
eix−y − e−ix+y

)
=

1

2
{e−y(cosx+ i sinx)

−ey(cosx− i sinx)} = cosx
e−y − ey

2
+ i sinx

e−y + ey

2
= − cosx sinh y + i sinx cosh y.

問題 5.3

(1) w = log zとすると ew = zだから log z = 1は z = e1 = e.

(2) sinh z =
ez − e−z

2
= iに 2ezをかけると e2z − 2iez − 1 = (ez − i)2 = 0より ez = i = e(π/2+2nπ)iと

なるから z =
(π
2
+ 2nπ

)
i.

問題 5.4

式 (5.4)から za = ea log z = elog z
a
. また ea log z = ea log r+ia(θ+2nπ) より両者の対数を取って等しくお

くと log za = a log r + ia(θ + 2nπ) + i2mπ．よって (za)b = eb log(z
a) = eab log r+iab(θ+2nπ)+i2bmπ．一方

zab = eab log r+iab(θ+2ℓπ)．ここで n,m, ℓは整数．両式は bmが整数の場合のみ一致し，その他の場合は一
致しない．

問題 5.5

log z = log r + i(θ + 2nπ) = log r − i(θ + 2nπ)．log z̄ = log reiθ = log re−iθ = log r − log eiθ = log r −
i(θ + 2nπ)となり一致．
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6 正則性
問題 6.1

(z3)′ = lim
∆z→0

(z +∆z)3 − z3

∆z
= lim

∆z→0

3(∆z)z2 + 3∆z2 +∆z3

∆z
= lim

∆z→0

(
3z2 + 3∆z +∆z2

)
= 3z2.

問題 6.2
∆f(z)

∆z
=

2(x+∆x) + i(y +∆y)− (2x+ iy)

∆x+ i∆y
=

2∆x+ i∆y

∆x+ i∆y
．∆y = 0として実軸に平行に zに近づけ

ると lim
∆x→0

∆f(z)

∆z
= 2，∆x = 0として虚軸に平行に zに近づけると lim

∆y→0

∆f(z)

∆z
= 1．よって値が定ま

らず微分不可能．

問題 6.3
∆f(z)

∆z
=

|z +∆z|2 − |z|2

∆z
=

(z +∆z)(z +∆z)− zz

∆z
= z

∆z

∆z
+ z + ∆z．z が実数で y = 0 の場合

は ∆f(z)

∆z
= x

∆x

∆x
+ x + ∆x より z に近づけると lim

∆x→0

∆f(z)

∆z
= 2x，z が虚数で x = 0 の場合は

∆f(z)

∆z
= iy

i∆y

i∆y
+ iy+ i∆y より zに近づけると lim

∆y→0

∆f(z)

∆z
= −2iy．よって値が定まらず微分不可能．

ただし，z = 0においては ∆f(z)

∆z
= ∆zだから lim

∆z→0
∆z = 0となり値が確定するので，z = 0で微分可

能であるが，その近傍では微分可能ではないため，正則ではない．

問題 6.4

(1) sin z＝eiz − e−iz

2i
=

eix−y − e−ix+y

2i
=

1

2i
{e−y(cosx+ i sinx)− ey(cosx− i sinx)} =

1

2
sinx(ey +

e−y)+i
1

2
cosx(ey−e−y) = u+iv．コーシー・リーマンの方程式（以下C.R.方程式）は，∂u

∂x
=

1

2
cosx(ey+

e−y)，∂v

∂y
=

1

2
cosx(ey + e−y)，∂u

∂y
=

1

2
sinx(ey − e−y)，−∂v

∂x
=

1

2
sinx(ey − e−y)，より成り立つので

正則．導関数は ∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=

1

2
cosx(ey + e−y)− i

1

2
sinx(ey − e−y)

=
1

2
{e−y(cosx+ i sinx) + ey(cosx− i sinx)} =

1

2

{
e−yeix + eye−ix

}
=

1

2

{
ei(x+iy) + e−i(x+iy)

}
=

eiz + e−iz

2
= cos z.

(2) cos z＝eiz + e−iz

2
=

eix−y + e−ix+y

2
=

1

2
{e−y(cosx+ i sinx) + ey(cosx− i sinx)} =

1

2
cosx(ey +

e−y)+i
1

2
sinx(−ey+e−y) = u+iv．C.R.方程式は，∂u

∂x
= −1

2
sinx(ey+e−y)，∂v

∂y
=

1

2
sinx(−ey−e−y) =

−1

2
sinx(ey+e−y)，∂u

∂y
=

1

2
cosx(ey−e−y)，−∂v

∂x
= −1

2
cosx(−ey+e−y) =

1

2
cosx(ey−e−y)より成り立

つので正則．導関数は ∂u

∂x
+i

∂v

∂x
=

1

2
{− sinx(ey + e−y) + i cosx(−ey + e−y)} =

1

2
{ie−y(cosx+ i sinx)− iey(cosx− i sinx)} =

−i

2

{
−e−yeix + eye−ix

}
=

1

2i

{
−ei(x+iy) + e−i(x+iy)

}
=

−eiz + e−iz

2i
= − sin z.

(3) z = reiθとして極形式のC.R.方程式 (6.5)を使う．log z = log r+ iθ = u+ iv．∂u

∂r
=

1

r
，1

r

∂v

∂θ
=

1

r
，

1

r

∂u

∂θ
= 0，−∂v

∂r
= 0 より成り立つので正則．導関数は e−iθ

(
∂u

∂r
+ i

∂v

∂r

)
=

1

r
e−iθ =

1

reiθ
=

1

z
．

(4) cos iz =
eiiz + e−iiz

2
=

1

2
(e−z + ez) = cosh z =

1

2
(e−xe−iy + exeiy) =

1

2
{e−x(cos y − i sin y)+

ex(cos y + i sin y)} =
1

2
cos y(e−x+ex)+

i

2
sin y(−e−x+ex)．よりu =

1

2
cos y(ex+e−x), v =

1

2
sin y(ex−
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e−x)．C.R.方程式は，∂u
∂x

=
1

2
cos y(ex−e−x)，∂v

∂y
=

1

2
cos y(ex−e−x)，∂u

∂y
= −1

2
sin y(ex+e−x)，−∂v

∂x
=

−1

2
sin y(ex+e−x)より成り立つので正則．導関数は ∂u

∂x
+i

∂v

∂x
=

1

2
{cos y(ex − e−x) + i sin y(ex + e−x)} =

1

2
{ex(cos y + i sin y)− e−x(cos y − i sin y)} =

1

2

{
exeiy − e−xe−iy

}
=

ez − e−z

2
= sinh z.

問題 6.5

u = x2+ay2, v = bxy．C.R.方程式が成り立つためには，∂u

∂x
= 2x =

∂v

∂y
= bxより 2x = bxから b = 2.

∂u

∂y
= 2ay = −∂v

∂x
= −byより 2ay = −byから a = − b

2
= −1.以上より a = −1, b = 2.

問題 6.6

x =
z + z̄

2
，y =

z − z̄

2i
を代入すると x2 − y2 + i2xy =

1

4

(
z2 + 2zz̄ + z̄2

)
− 1

−4

(
z2 − 2zz̄ + z̄2

)
+

2i
z2 − z̄2

4i
=

1

4

(
2z2 + 2z̄2 + 2z2 − 2z̄2

)
= z2だから ∂W (z, z̄)

∂z̄
= 0となり正則．

問題 6.7

極形式の C.R.方程式を導く過程で ∂u

∂r
= cos θ

∂u

∂x
+ sin θ

∂u

∂y
，∂u

∂θ
= −r sin θ

∂u

∂x
+ r cos θ

∂u

∂y
とある

ので両式から ∂u

∂y
を消去すると ∂u

∂x
= cos θ

∂u

∂r
− 1

r
sin θ

∂u

∂θ
．同様に ∂v

∂r
= cos θ

∂v

∂x
+ sin θ

∂v

∂y
，∂v

∂θ
=

−r sin θ
∂v

∂x
+ r cos θ

∂v

∂y
から ∂v

∂y
を消去すると ∂v

∂x
= cos θ

∂v

∂r
− 1

r
sin θ

∂v

∂θ
．導関数の式 (6.4)に代入する

と f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
= cos θ

∂u

∂r
− 1

r
sin θ

(
−r

∂v

∂r

)
+ i cos θ

∂v

∂r
− i

1

r
sin θ

(
r
∂u

∂r

)
= (cos θ− i sin θ)

∂u

∂r
+

(sin θ + i cos θ)
∂v

∂r
= e−iθ

(
∂u

∂r
+ i

∂v

∂r

)
.

7 複素関数の微分
問題 7.1

(1)
{
(1 + iz2)3

}′
= (1 + 3iz2 − 3z4 − iz6)′ = 6iz − 12z3 − 6iz5.微分公式 (4)より

{
(1 + iz2)3

z

}′
=

1

z2
{
(6iz − 12z3 − 6iz5) · z − (1 + 3iz2 − 3z4 − iz6)

}
=

1

z2
{
−12z4 − 1 + 3z4 + i(6z2 − 6z6 − 3z2 + z6)

}
=

−9z4 + 1

z2
− i(5z4 − 3).

(2) (sin z)′ =

(
eiz − e−iz

2i

)′
=

ieiz + ie−iz

2i
=

eiz + e−iz

2
= cos z.

(3) (tan z)′ =

(
sin z

cos z

)′
=

cos z cos z + sin z sin z

cos2 z
=

cos2 z + sin2 z

cos2 z
=

1

cos2 z
.

(4) (sinh z)′ =

(
ez − e−z

2

)′
=

ez + e−z

2
= cosh z.

(5) (tanh z)′ =

(
sinh z

cosh z

)′
=

cosh z cosh z − sinh z sinh z

cosh2 z
=

1

cosh2 z
. 例題 5.1下の公式 (3)使用.

問題 7.2

(1) u = x3 − 3xy2なので，∂u

∂x
= 3x2 − 3y2,

∂2u

∂x2
= 6x,

∂u

∂y
= −6xy,

∂2u

∂y2
= −6xより ∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0

なので調和関数．式 (7.3)から v =

∫
∂u

∂x
dy + c(x) = 3x2y − y3 + c(x)．以上の結果を C.R.方程式
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に代入すると ∂u

∂y
= −6xy = −∂v

∂x
= −6xy − c′(x)より c′(x) = 0より c(x) = k1（定数）．よって

f(z) = x3 − 3xy2 + i(3x2y− y3 + k1) = x3 + 3ix2y− 3xy2 − iy3 + ik1 = (x+ iy)3 + ik1 = z3 + k. ここ
で ik1 = kとした（以後同様）．

(2) u = x2 − y2 − y なので，∂u

∂x
= 2x,

∂2u

∂x2
= 2,

∂u

∂y
= −2y − 1,

∂2u

∂y2
= −2 より調和関数．v =∫

∂u

∂x
dy = 2xy + c(x)．∂u

∂y
= −2y − 1 = −∂v

∂x
= −2y − c′(x)より c′(x) = 1, c(x) = x + k1（定数）．

よって f(z) = x2 − y2 − y + i(2xy + x+ k1) = (x+ iy)2 + i(x+ iy) + ik1 = z2 + iz + k.

(3) u = cosx cosh y なので，∂u

∂x
= − sinx cosh y,

∂2u

∂x2
= − cosx cosh y,

∂u

∂y
= cosx sinh y,

∂2u

∂y2
=

cosx cosh yより調和関数．v =

∫
∂u

∂x
dy = − sinx sinh y+c(x)．∂u

∂y
= cosx sinh y = −∂v

∂x
= cosx sinh y−

c′(x)より c′(x) = 0, c(x) = k1（定数）．よって f(z) = cosx cosh y − i sinx sinh y + ik1 = cos z + k．式
(4.6)を使った．

(4) u = ex cos y なので，∂u

∂x
= ex cos y,

∂2u

∂x2
= ex cos y,

∂u

∂y
= −ex sin y,

∂2u

∂y2
= −ex cos y より調和関

数．v =

∫
∂u

∂x
dy = ex sin y+ c(x)．∂u

∂y
= −ex sin y = −∂v

∂x
= −ex sin y− c′(x)より c′(x) = 0, c(x) = k1

（定数）．よって f(z) = ex cos y + iex sin y + ik1 = ex
(
eiy + e−iy

2
+ i

eiy − e−iy

2i

)
+ ik1 = exeiy + ik1 =

ez + k．

問題 7.3

電荷がない自由空間を考えると，電位Φ（=静電ポテンシャル）は 2次元ラプラスの方程式 ∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
= 0

を満足する．図 7.1 の平行平板を考えると電位は x のみの関数となる.
∂2ϕ

∂x2
= 0 を 2 回積分すると

Φ = ax + bとおける．共役調和関数 Ψは Ψ =

∫
∂Φ

∂x
dy = ay + c(x).

∂Φ

∂y
= 0 = −∂Ψ

∂x
= c′(x) より

c(x) = c（定数）．複素ポテンシャルは F (z) = Φ + iΨ = ax + b + i(ay + c) = az + kとなる．ここで
b + ic = kとした. 図 7.1の平板電極の電位を Φ0, Φ1とすると Φ(x) = (Φ1 − Φ0)x + Φ0．なお Φ一定
は y軸と平行な等電位線，Ψ一定は x軸と平行な電気力線を表す．

8 複素積分と積分路
問題 8.1

(1)

∫ 1+i

0
z3dz =

[
1

4
z4
]1+i

0

=
1

4
(1 + i)4 =

1

4
(2i)(2i) = −1.

(2)

∫ 1+i

0
e(πz)dz =

[
1

π
eπz
]1+i

0

=
1

π

{
eπ(1+i) − e0

}
=

1

π
(eπeπi − 1) = − 1

π
(eπ + 1).

(3)

∫ 2+i

0
cos(πz)dz =

1

π
[sin (πz)]2+i

0 =
1

π
{sin (2π + πi)− 0} =

1

π

ei(2π+πi) − e−i(2π+πi)

2i

=
1

π

e2πiei(πi) − e−2πie−i(πi)

2i
=

1

π

e−π − eπ

2i
=

i

π
sinhπ.
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(4)

∫ 3πi

−πi
e(z/2)dz =

[
2e(z/2)

]3πi
−πi

= 2
{
e(3π/2)i − e(−π/2)i

}
= 2(−i + i) = 0. （e(z/2)は 2πの周期性を

もつため）

問題 8.2

C2 は z(t) = t (0 ≤ t ≤ 1)と z(t) = (1 + it) (0 ≤ t ≤ 1)と z(t) = (1 + it) (0 ≤ t ≤ 1)に分割. そ

れぞれ z2 = t2, dz = dtと z2 = (1 + it)2, dz = idtなので
∫
C2

z2dt =

∫ 1

0
t2dt +

∫ 1

0
(1 + it)2idt =[

1

3
t3
]1
0

+

∫ 1

0
(i− 2t− it2)dt =

1

3
+

[
it− t2 − i

3
t3
]1
0

=
1

3
+

(
i− 1− i

3

)
=

2

3
(i− 1).

C3は z(t) = t (0 ≤ t ≤
√
2)と z(t) =

√
2eit (0 ≤ t ≤ π/4)に分割．それぞれ z2 = t2, dz = dtと z2 =

2ei2t, dz = i
√
2eitdt なので

∫
C3

z2dt =

∫ √
2

0
t2dt+

∫ π/4

0
2ei2t · i

√
2eitdt =

[
1

3
t3
]√2

0

+ i2
√
2

[
e3it

3i

]π/4
0

=

2
√
2

3
+

2
√
2

3

(
− 1√

2
+ i

1√
2
− 1

)
= −2

3
+

2

3
i =

2

3
(i− 1). 積分値は同じ.

問題 8.3

C1 は z(t) = (1 + i)t (0 ≤ t ≤ 1)で z̄ = (1 − i)t, dz = (1 + i)dt．
∫
C1

z̄dt =

∫ 1

0
(1 − i)t · (1 + i)dt =

2

∫ 1

0
tdt = 2

[
t2

2

]1
0

= 1．C2は問題 8.2と同じで z(t) = t (0 ≤ t ≤ 1)と z(t) = (1 + it) (0 ≤ t ≤ 1)に

分割. それぞれ z̄ = t, dz = dtと z̄ = (1 − it), dz = idtなので
∫
C2

z̄dt =

∫ 1

0
tdt +

∫ 1

0
(1 − it)idt =[

t2

2

]1
0

+

[
it+

t2

2

]1
0

=
1

2
+ i+

1

2
= 1 + i.積分値は異なる.z̄は正則でないため.

問題 8.4

積分路 C は z(t) =

(
1 +

1

2
i

)
t+ (1 + i) (0 ≤ t ≤ 2)で，Rez = t+ 1, dz =

(
1 +

1

2
i

)
dt．

∫
C
Rez dt =∫ 2

0
(t+ 1)

(
1 +

1

2
i

)
dt =

(
1 +

1

2
i

) [
t2

2
+ t

]2
0

=

(
1 +

1

2
i

)
(2 + 2) = 4 + 2i.

問題 8.5

実積分が実軸に沿って関数値を細分化して和をとるのに対して，複素積分は z平面上の 2次元積分路を
媒介変数でたとえば z(t)と表示し，関数値 f {z(t)}を細分化して和をとる点が異なる.

問題 8.6

たとえば線分は z = at+ b, (0 ≤ t ≤ 1)，円弧は z = eit, (0 ≤ t ≤ π)など.

9 コーシーの積分定理
問題 9.1

両辺に (z+i)(z−2i)をかけると z = a(z−2i)+b(z+i) = (a+b)z+i(−2a+b)よりa+b = 1, −2a+b = 0.

よって a =
1

3
, b =

2

3
.

問題 9.2
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(1)
z

z2 + 1
=

z

(z + i)(z − i)
=

1

2

(
1

z + i
+

1

z − i

)
．C : |z − 1 + i| = 2は中心が z = 1− iで半径 2の円

で，円内部の正則でない点はz = −iなので
∫
C

z

z2 + 1
dz =

1

2

∫
C

1

z + i
dz+

1

2

∫
C

1

z − i
dz =

1

2
2πi+0 = πi.

(2)
1

(z + i)(z − 2i)
=

i

3

(
1

z + i
+

2

z − 2i

)
．C : |z − i|+ |z + i| = 6内の点は z = −iと z = 2iなので∫

C

1

(z + i)(z − 2i)
dz =

i

3

∫
C

1

z + i
dz − i

3

∫
C

1

z − 2i
dz = 2πi− 2πi = 0.

(3)
z

(z + 2)(z − 4)
=

1

3

(
1

z + 2
+

2

z − 4

)
．C : |z + 1− i| = 2内の点はz = −2なので

∫
C

z

(z + 2)(z − 4)
dz =

1

3

∫
C

1

z + 2
dz =

2πi

3
.

(4)
1

(z + 1)(z + 2)
=

1

z + 1
− 1

z + 2
．C : |z + 1|+ |z + 3| = 3内の点は z = −1と z = −2なので∫

C

1

(z + 1)(z + 2)
dz =

∫
C

1

z + 1
dz −

∫
C

1

z + 2
dz = 2πi− 2πi = 0.

(5)
2z

(z + 2)(z + 2i)
=

2

1− i

1

z + 2
+

−2i

1− i

1

z + 2i
．C : |z| = 3内の点は z = −2と z = −2iなので∫

C

2z

(z + 2)(z + 2i)
dz

2

1− i

∫
C

1

z + 2
dz = +

−2i

1− i

∫
C

1

z + 2i
= 2πi

(
2

1− i
+

−2i

1− i

)
= 2πi

2− 2i

1− i
= 4πi.

(6)
2z + 1

z2 + z − 2
=

2z + 1

(z + 2)(z − 1)
=

1

z + 2
+

1

z − 1
．C : |z − 1| = 2内の点は z = 1なので∫

C

2z + 1

z2 + z − 2
dz =

∫
C

1

z − 1
dz = 2πi.

問題 9.3

(1)
2z

z2 − 1
=

1

z + 1
+

1

z − 1
．積分値は 4πiより点 z = ±1をともに含む，図:問題 9.3(1)の積分路

C : |z| = 2など.

(2)
1

z2 + 4
=

1

4i

(
1

z − 2i
− 1

z + 2i

)
．積分値は 0より 点 z = ±2iをともに含まない，図:問題 9.3(2)の

積分路 C : |z| = 1,あるいは点 z = ±2iをともに含む積分路 C : |z| = 3など.

(3) cos z = 0となる z = ±π

2
,±3π

2
, · · · などの点を含まない図:問題 9.3(3)の積分路 C : |z| = 1など.

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

0

��9.3(1)

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

0

��9.3(2)

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

0

��9.3(3)
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10 コーシーの積分公式
問題 10.1

(1)
3z

2z + 1
=

3z

2(z + 1/2)
．z = −1

2
は C : |z + 1| = 1内の点なのでコーシーの積分定理を使うと（以

下省略），f(z) =
3

2
zより積分値は 2πif

(
−1

2

)
= 2πi

3

2

(
−1

2

)
= −3π

2
i.

(2)
1

(z + 1)(z + 2)
で z = −1，z = −2 は C : |z + 1| + |z + 3| = 3 内の点．それぞれに対して

f(z) =
1

z + 2
，f(z) =

1

z + 1
となるので積分値は 2πi

1

−1 + 2
+ 2πi

1

−2 + 1
= 2πi− 2πi = 0.

(3)
cos z

z − π
で z = πはC : |z−3| = 1内の点．f(z) = cos zで f(π) = −1より積分値は 2πi(−1) = −2πi.

(4)
ez

z2 + 1
=

ez

(z + i)(z − i)
で z = −i, z = iは C : |z| = 2内の点．それぞれに対して f(z) =

ez

z − i
，

f(z) =
ez

z + i
なので積分値は 2πi

(
e−i

−i− i
+

ei

i+ i

)
= 2πi

(
e−i

−2i
+

ei

2i

)
= π

(
ei − e−i

)
.

(5)
z + 1

(z − 4)(z − 1)2
で z = 4は C : |z| = 2外の点，z = 1は C 内の点なので f(z) =

z + 1

z − 4
としてグル

サの公式を使う．f ′(z) =
(z − 4)− (z + 1)

(z − 4)2
=

−5

(z − 4)2
より f ′(1) =

−5

9
．積分値は 2πi

−5

9
= −10

9
πi.

(6)
1

(z + 1)2(z + 3)2
で z = −1は C : |z + 3| = 1外の点，z = −3は C 内の点なので f(z) =

1

(z + 1)2

としてグルサの公式を使う．f ′(z) =
−2

(z + 1)3
で f ′(−3) =

−2

(−2)3
=

1

4
より積分値は 2πi

1

4
=

1

2
πi.

(7)
ez

(z − 1)4
で z = 1は C : |z| = 2内の点なので f(z) = ez としてグルサの公式を使う．f ′(z) =

f ′′(z) = f ′′′(z) = ez で f ′′′(1) = eより積分値は 2πi
1

3!
e =

1

3
eπi.

(8)
cos z

(z − π/2)2
で z =

π

2
が正則でない。C : |z − i| = 2が実軸と交差する点は±

√
3だから π

2
≃ 1.570

は C 内の点. f(z) = cos zとしてグルサの公式を使う．f ′(z) = − sin zより f ′
(π
2

)
= −1だから積分値

は 2πi(−1) = −2πi.

(9)
sinh z

z3
で z = 0は C : |z| = 2内の点．f(z) = sinh zとしてグルサの公式を使う．f ′(z) = cosh z，

f ′′(z) = sinh zより f ′′(0) = 0なので積分値は 2πi
1

2!
0 = 0.

(10)
cos z

ezz2
で z = 0は C : |z| = 1内の点．f(z) = cos ze−z としてグルサの公式を使う．f ′(z) =

− sin ze−z − e−z cos z = −e−z(sin z + cos z)より f ′(0) = −1なので積分値は 2πi(−1) = −2πi.

問題 10.2

コーシーの積分定理では一般に被積分関数を部分分数展開し，各項について定理の適用を考える. コー
シーの積分公式では非積分関数から，非正則となる項 (z − a)を除いた関数をくくり出して直接積分値

13



を求める.

11 級数展開
問題 11.1

(1) {in} = 1, i, −1, −i, 1, · · · だから収束しない.

(2) {(−1)n} = 1, −1, 1, −1, · · · だから収束しない.

(3) 1− 1

n
+ i

(
1 + 1 +

1

n

)
= 1 + 2i+

1

n
(i− 1). n → ∞で 1

n
→ 0だから収束し，極限は 1 + 2i.

問題 11.2

(1)
∞∑
n=1

n

n+ 1
より an =

n

n+ 1
=

1

1 + 1/n
だから lim

n→∞
an = 1 ̸= 0なので収束しない.

(2)
1

4n2 − 1
=

1

2

(
1

2n− 1
− 1

2n+ 1

)
よりa1 =

1

2

(
1

1
− 1

3

)
，a2 =

1

2

(
1

3
− 1

5

)
，a3 =

1

2

(
1

5
− 1

7

)
, · · ·

なので級数の和Sn =
1

2

(
1

1
− 1

3

)
+
1

2

(
1

3
− 1

5

)
+
1

2

(
1

5
− 1

7

)
· · · 1

2

(
1

2n− 1
− 1

2n+ 1

)
=

1

2

(
1− 1

2n+ 1

)
より lim

n→∞

1

2

(
1− 1

2n+ 1

)
=

1

2
なので収束する.

問題 11.3

式 (1.5)|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|より |zn| = |(zn + z) + (−z)| ≤ |(zn + z)|+ |(−z)|より |zn|−|z| ≤ |zn + z|.
znと zを入れ替えると − (|zn| − |z|) ≤ |zn + z| より ||zn| − |z|| ≤ |zn + z|. zのかわりに −zとおくと
||zn| − |z|| ≤ |zn − z| となるから， lim

n→∞
zn = zならば lim

n→∞
|zn| → |z|.

問題 11.4

(1)
1

R
= lim

n→∞
n

√∣∣∣∣ 1nn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

1

n
= 0よりR = ∞.

(2)
1

R
= lim

n→∞

∣∣∣∣ 3n+1

n+ 2
· n+ 1

3n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣3(1 + 1/n)

1 + 2/n

∣∣∣∣ = 3, R =
1

3
.

(3) n2+4n+3 = (n+3)(n+1)，1

R
= lim

n→∞

∣∣∣∣(n+ 4)(n+ 2)

(n+ 3)(n+ 1)

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(1 + 4/n)(1 + 2/n)

(1 + 3/n)(1 + 1/n)

∣∣∣∣ = 1, R = 1.

(4)
1

R
= lim

n→∞

∣∣∣∣(n+ 1)2

2n+1
· 2

n

n2

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣12
(
n+ 1

n

)2
∣∣∣∣∣ = lim

n→∞

∣∣∣∣∣12
(
1 +

1

n

)2
∣∣∣∣∣ = 1

2
, R = 2.

(5)
1

R
= lim

n→∞

∣∣∣∣ (n+ 1) + i

{2(n+ 1)}!
· (2n)!
n+ i

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣n+ 1 + i

n+ i
· 1

(2n+ 2)(2n+ 1)

∣∣∣∣ = 0, R = ∞.

12 べき級数とテーラー展開
問題 12.1

(1) f(z) =
1

z + 1
, f ′(z) =

−1

(z + 1)2
, f ′′(z) =

(−1)2 · 2
(z + 1)3

より f (n)(z) =
(−1)n · n!
(z + 1)n+1

．展開の中心 z = 1
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を代入すると, f(1) =
1

1 + 1
, f ′(1) =

−1

22
, f ′′(1) =

(−1)2 · 2
23

より f (n)(1) =
(−1)n · n!

2n+1
．よって

an =
f (n)(1)

n!
=

(−1)n

2n+1
だから f(z) =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+1
(z − 1)n.

1

R
= lim

n→∞

∣∣∣∣(−1)n+1

2n+1+1
· 2n+1

(−1)n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣−1

2

∣∣∣∣ =
1

2
, R = 2. なお収束半径は展開の中心（z = 1）から最も近い f(z)の特異点（z = −1）までの距離.

(2) f(z) =
1

z + 1
=

1

2 + (z − 1)
=

1

2

1

1 + (z − 1)/2
=

1

2

1

1 + u
，u =

z − 1

2
である．|u| < 1 とすれば式

(12.8)より f(z) =
1

2

∞∑
n=0

(−1)n
(
z − 1

2

)n

=
∞∑
n=0

(−1)n

2n+1
(z − 1)n と (1)と同じ結果が得られる.

問題 12.2

f(z) =
1

z2
, f ′(z) =

−2

z3
, f ′′(z) =

(−1)23 · 2
z4

, f ′′′(z) =
(−1)34 · 3 · 2

z5
f (n)(z) =

(−1)n · (n+ 1)!

zn+2
．展開

の中心 z = 1を代入すると, f(1) = 1, f ′(1) = −2, f ′′(1) = (−1)23! より f (n)(1) = (−1)n · (n + 1)!．

よって an =
f (n)(1)

n!
=

(−1)n(n+ 1)!

n!
= (−1)n(n + 1)だから f(z) =

∞∑
n=0

(−1)n(n + 1)(z − 1)n． 1

R
=

lim
n→∞

∣∣∣∣(−1)n+1(n+ 2)

(−1)n(n+ 1)

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣−1 + 2/n

1 + 1/n

∣∣∣∣ = 1, R = 1.

問題 12.3

f(z) =
1

z2
, f ′(z) =

−2

z3
, f ′′(z) =

(−1)23 · 2
z4

, f ′′′(z) =
(−1)34 · 3 · 2

z5
, f (n)(z) =

(−1)n · (n+ 1)!

zn+2
. 展開

の中心 z = iを代入すると, f(i) =
1

i2
, f ′(i) =

−2

i3
, f ′′(i) =

(−1)23!

i4
より f (n)(i) =

(−1)n · (n+ 1)!

in+2
. よ

ってan =
f (n)(i)

n!
=

(−1)n(n+ 1)

in+2
だから f(z) =

∞∑
n=0

(−1)n

in+2
(n+1)(z−i)n．1

R
= lim

n→∞

∣∣∣∣(−1)n+1(n+ 2)

in+3
·

in+2

(−1)n(n+ 1)

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣−1

i

1 + 2/n

1 + 1/n

∣∣∣∣ = 1, R = 1.

問題 12.4

f(z) =
1

z − 2
=

1

2

−1

1− z/2
= −1

2

∞∑
n=0

(z
2

)n
= −

∞∑
n=0

zn

2n+1
.

問題 12.5

f(z) =
1

z3 + i
=

1

i

1

1− iz3
=

1

i

1

1 + (iz)3
=

1

i

∞∑
n=0

(−1)n
{
(iz)3

}n
=

1

i

∞∑
n=0

(−1)ni3nz3n =
1

i

∞∑
n=0

(−1)n(−i)nz3n =

∞∑
n=0

in−1z3n.

問題 12.6

z = πiを中心に展開するため z − πi = uとおくと ez = eu+πi = eπi · eu = −eu．euを式 (12.4)で展開し

て zに戻すと ez = −eu = −
∞∑
n=0

un

n!
= −

∞∑
n=0

(z − πi)n

n!
.

問題 12.7

z = 1を中心に展開するため z − 1 = uとおくと z2 − 2z + 2 = (u2 + 2u + 1) − 2(u + 1) + 2 = 1 + u2

だから f(z) = f(u) =
1

1 + u2
. 式 (12.8)を使うと 1

1 + u2
=

∞∑
n=0

(−1)n(u2)n なので z に戻すと f(z) =

∞∑
n=0

(−1)n(z − 1)2n.

問題 12.8

f(z) =
z

1− 2z
= −1

2
+

1

2

1

1− 2z
と変型して分子の次数を下げる. z − 1 = uとおいて式 (12.8)を使うと
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f(z) = −1

2
+

1

2

1

1− 2(1 + u)
= −1

2
− 1

2

1

1 + 2u
= −1

2
− 1

2

∞∑
n=0

(−1)n(2u)n = −1

2
−

∞∑
n=0

(−1)n2n−1(z−1)n.

13 ローラン展開と留数
問題 13.1

f(z) =
1

z − 1
· 1

z + 1
.展開の中心は z = 1なので展開の中心を含まない項 1

z + 1
を展開する. |z − 1| > 2

より
∣∣∣∣ −2

z − 1

∣∣∣∣ < 1とできるので 1

z + 1
=

1

z − 1
· 1

1−
(

−2

z − 1

) =
1

z − 1

∞∑
n=0

(
−2

z − 1

)n

=
∞∑
n=0

(−2)n

(z − 1)n+1
.

よって f(z) =
∞∑
n=0

(−2)n

(z − 1)n+2
.

問題 13.2

z − π = uとおいて式 (12.6)を使うと sin z = sin(u + π) = − sinu = −
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
u2n+1.よって

f(z) =
sin z

z − π
=

− sinu

u
=

∞∑
n=0

(−1)n+1

(2n+ 1)!
u2n =

∞∑
n=0

(−1)n+1

(2n+ 1)!
(z − π)2n.

問題 13.3

(1) |z| < 2では
∣∣∣z
2

∣∣∣ < 1で展開の中心は z = 0だから式 (12.8)を使うと, f(z) =
1

z(z + 2)
=

1

z

1/2

1 + z/2
=

1

z

∞∑
n=0

1

2
(−1)n

(z
2

)n
=

∞∑
n=0

(−1)n
1

2z

(z
2

)n
=

∞∑
n=0

(−1)n
zn−1

2n+1
.

(2) |z| > 2では
∣∣∣∣2z
∣∣∣∣ < 1で展開の中心は z = 0だから式 (12.8)を使うと, f(z) =

1

z(z + 2)
=

1

z

1

2 + z
=

1

z2
1

1 + 2/z
=

1

z2

∞∑
n=0

(−1)n
(
2

z

)n

=
∞∑
n=0

(−2)n

zn+2
.

問題 13.4

特異点は z = 0．式 (12.5)より cos
1

z
=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!

(
1

z

)2n

だから f(z) = z2 cos
1

z
は主要部が無限個ある

ので真性特異点.

問題 13.5

特異点は z =
3

2
で 2位の極.

問題 13.6

特異点は z = 0だが，f(z) =
1

z2

{
1−

(
1− z2

2!
+

z4

4!
− z6

6!
+ · · ·

)}
=

1

2!
− z2

4!
+

z4

6!
−· · · より除去可能.

問題 13.7

z = 1, z = 2はともに1位の極だから，Res(f, 1) = lim
z→1

{(z − 1)f(z)} = lim
z→1

{
ez

z − 2

}
= −e，Res(f, 2) =

lim
z→2

{(z − 2)f(z)} = lim
z→2

{
ez

z − 1

}
= e2.

問題 13.8
Log(1 + z)

z3
=

1

z3

(
z − z2

2
+

z3

3
− z4

4
+ · · ·

)
=

1

z2
− 1

2z
+

1

3
− z

4
+ · · ·より,Res(f, 0) = −1

2
.
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問題 13.9
eiπz

z3 − 4z
=

eiπz

z(z + 2)(z − 2)
より特異点は z = 0, 2, −2でそれぞれ 1位の極. Res(f, 0) = lim

z→0
{zf(z)} =

lim
z→0

{
eiπz

z2 − 4

}
= −1

4
, Res(f, 2) = lim

z→2
{(z − 2)f(z)} = lim

z→2

{
eiπz

z(z + 2)

}
=

1

8
,

Res(f,−2) = lim
z→−2

{(z + 2)f(z)} = lim
z→−2

{
eiπz

z(z − 2)

}
=

1

8
.

問題 13.10

2.2 節の 4 乗根を指数で求めると z4 = 1 = ei2nπより z = ei2nπ/4, n = 0, 1, 2, 3．特異点は z =

e0, eπi/2, eπi, e3πi/2 (= 1, i, −1, −i)であり，すべて 1位の極．なお f(z) =
1

(z − 1)(z + 1)(z − i)(z + i)

より eπi/2 = iの留数は, Res(f, eπi/2) = lim
z→i

{(z − i)f(z)} = lim
z→i

{
1

(z − 1)(z + 1)(z + i)

}
=

i

4
.

次に式 (13.6)を使う．f(z) =
h(z)

g(z)
=

1

z4 − 1
とおくと g(z) = z4 − 1だから g(i) = 0．g′(z) = 4z3より

g′(i) = 4(−i) ̸= 0．式 (13.6)からRes(f, i) =
h(i)

g′(i)
=

1

−4i
=

i

4
.

14 留数による実積分
問題 14.1

(1) z = eiθ (0 ≤ θ ≤ 2π)とし，単位円 |z| = 1 を積分路Cとして式 (14.2)を使う．cos θ =
1

2

(
z +

1

z

)
,

dz = ieiθdθ = izdθより
∫ 2π

0

dθ

3 + cos θ
=

∫
C

1

3 +
1

2

(
z +

1

z

) dz

iz
=

∫
C

−2i

z2 + 6z + 1
dz．特異点は −3 ±

2
√
2で C 内部にあるのは z1 = −3 + 2

√
2で 1位の極. Res(f, z1) = lim

z→z1

−2i

z − (−3− 2
√
2)

=
−2i

4
√
2
．積

分値は 2πi
−2i

4
√
2
=

π√
2
.

(2) 前問と同様にして式 (14.2)を使う．cos θ =
1

2

(
z +

1

z

)
より

∫ 2π

0
cos2 θdθ =

∫
C

1

4

(
z +

1

z

)2 dz

iz
=∫

C

1

4

(
z2 + 2 +

1

z2

)
dz

iz
=

∫
C

1

4i

(
z +

2

z
+

1

z3

)
dz．留数は 1

z
の係数だから積分値は 2πi

1

2i
= π.

(3) 式 (14.2) を使う．sin θ =
1

2i

(
z − 1

z

)
，5 + 4 sin θ =

1

i

(
5i+ 2z − 2

z

)
より

∫ 2π

0

dθ

5 + 4 sin θ
=∫

C

1

1

i

(
5i+ 2z − 2

z

) dz

iz
=

∫
C

dz

5zi+ 2z2 − 2
=

∫
C

dz

2(z + i/2)(z + 2i)
. 特異点は−2i,

−i

2
でC 内にある

のは z1 =
−i

2
で 1位の極. Res(f, z1) = lim

z→z1

1

2(z + 2i)
=

1

−i+ 4i
=

1

3i
．積分値は 2πi

1

3i
=

2π

3
.

(4) 特異点は前問と同じ z1 =
−i

2
だが 2位の極．

∫ 2π

0

dθ

(5 + 4 sin θ)2
=

∫
C

1{
1

i

(
5i+ 2z − 2

z

)}2

dz

iz
=

∫
C

iz

4(z + i/2)2(z + 2i)2
dz. Res(f, z1) = lim

z→z1

d

dz

{
(z − z1)

2 f(z)
}
= lim

z→z1

d

dz

{
iz

4(z + 2i)2

}
=

lim
z→z1

i

4

−z + 2i

(z + 2i)3
=

i

4

−20

27
= i

−5

27
．積分値は 2πi · i−5

27
=

10π

27
.
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(5) f(z) =
z2

z4 + 1
は上半面に 2つ 1位の極 z1 = eπi/4, z2 = e3πi/4 をもつ．g(z) = z4 + 1, g′(z) =

4z3, h(z) = z2 として式 (13.6)を使う．g′(z1,2) ̸= 0より Res(f, z1) =
h(z1)

g′(z1)
=

e2πi/4

4e3πi/4
=

1

4
e−πi/4，

Res(f, z2) =
e6πi/4

4e9πi/4
=

1

4
e−3πi/4.よって

∫ ∞

−∞

x2

x4 + 1
dx = 2πi

1

4

(
e−πi/4 + e−3πi/4

)
=

π√
2
.

(6) f(z) =
1

(z2 + 1)2
は上半面に 2位の極 iをもつ．Res(f, i) = lim

z→i

d

dz

{
(z − i)2

1

(z − i)2(z + i)2

}
=

lim
z→i

d

dz

{
1

(z + i)2

}
= lim

z→i

−2

(z + i)3
=

1

4i
.よって

∫ ∞

−∞

1

(x2 + 1)2
dx = 2πi

1

4i
=

π

2
.

15 複素積分の応用
問題 15.1

積分路内に e−z2 の極はないため，
∫
C
e−z2dz =

∫ R

−R
e−x2

dx + i

∫ b

0
e−(R+iy)2dy +

∫ −R

R
e−(x+ib)2dx +

i

∫ 0

b
e−(−R+iy)2dy =

∫ R

−R
e−x2

dx+

∫ −R

R
e−x2+b2−2ibxdx+ i

∫ b

0
e−R2+y2−2iRydy + i

∫ 0

b
e−R2+y2+2iRydy

= 0. R → ∞とすると上式第 3,4項の積分は 0となるから，∫ ∞

−∞
e−x2

dx−
∫ ∞

−∞
eb

2
e−x2 {cos(2bx)− i sin(2bx)}dx =

√
π − eb

2

∫ ∞

−∞
cos(2bx)dx = 0.

よって求める積分は e−b2√π.

問題 15.2

上半面に積分路をとる．z = Reiθ として
∫
大半円

eiz

z − a
dz =

∫ π

0

eiR cos θ · e−R sin θ

Reiθ − a
iReiθdθを考える. 上

半面だから積分路は θ : 0 → π で，このとき −R sin θ < 0. よって R → ∞で e−R sin θ → 0．また∣∣eiR cos θ
∣∣ = 1 だから R → ∞ で

∫
大半円

eiz

z − a
dz → 0 となる. z = a + reiθ として小半円の積分は∫ 0

π

ei(a+reiθ)

reiθ
ireiθdθ よって r → 0で積分値は−πieia. 積分路となる閉曲線内に極はないから式 (15.2)を

使って P

∫ ∞

−∞

eix

x− a
dx = eiaπi.

問題 15.3

f(z) =
eiz

z
とおくと，積分路となる閉曲線内に特異点はないので

∫ −r

−R

eix

x
dx+

∫
r

eiz

z
dz +

∫ R

r

eix

x
dx+∫

R

eiz

z
dz = 0. xを−xで置き換えて 1番目と 3番目の積分を合わせると

∫ R

r

eix − e−ix

x
dx+

∫
r

eiz

z
dz +∫

R

eiz

z
dz = 0，2i

∫ R

r

sinx

x
dx = −

∫
r

eiz

z
dz −

∫
R

eiz

z
dz. ここで r → 0，R → ∞とすると

∣∣eiz∣∣ = 1よ

り右辺第 2項の積分は 0．z = reiθ とすると − lim
r→0

∫ 0

π

eire
iθ

reiθ
ireiθdθ = − lim

r→0

∫ 0

π
ieire

iθ
dθ = πi. よって

lim
R→∞,r→0

2i

∫ R

r

sinx

x
dx = πi. または

∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2
.

問題 15.4

z1 = ei0 = 1, z2 = ei2π = 1より
∫ z2

z1

z1/2dz =

∫ 2π

0
eiθ/2ieiθdθ =

∫ 2π

0
ei3θ/2idθ =

[
i · 2

3i
ei3θ/2

]2π
0

= −4

3
.
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